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SECONDE  PARTIE, 

PAR  LES  PP. 

LE  SEÜR,  et  jacquier. 

De  la  Société  Royale  de  Londres  y de  t Academie  de  Berlin^ 
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Chez  les  Heritiers  Momti, 
Imprimeurs  par  Privilège  de  Son  Altefle  Royale. 

M.  DCC  LXVIII. 

Avec  Approbation. 
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jIVËRTISSEMENT. 


Q 


‘ * * * 

* ^ A P ■ 

Uoique  nous  ayons  cxpofé  le 
plan  de  nôtre  Ouvrage  dans  la  Préface 
qui  eft  à la  tcte  du  premier  Volume, 
nous  croyons  cependant,  d’après  les  re- 
flexions , que  nous  a communiquées 
un  Sçavant  illuftre,  & dont  nous  réf- 
pedons  les  confeils,  devoir  ajoutér  un 
Avértifsement  à cette  féconde  Partie. 
Nous  avons  rendu  dans  la  Piemiere  en 
general,  les  hommages  de  refpeèl:  dû  aux 
grands  Hommes,  dont  les  decouvertes 
ont  enrichi  nôtre  travail  : les  noms 
célébrés  de  M."  Euler,  D’Alembert, 
Clairaut,  Fontaine,  de  la  Grange,  de 
Condorcet,  font  plus  d’honneur  à ceux 
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vj  AVERT ISSEMENT, 

qui  les  citent,  qu’ils  n’en  font  à ces 
Hommes  illuftres  bien  fupérieiirs  à nos 
foibles  elogesr  Si,  nous  n’avons  pas 
honoré  plutôt  nôtre  Ouvrage  par  des 
Noms  auffi  glorieux,  c’eft  par  ce  que 
dans  les  decouvertes,  que  ces  fçavants 
Mathématiciens  ont  faites,  nous  nous 
fommes  prefque  toujours  écartés'  de 
leur  forme  de  démontrer,  nous  faifant 
une  loi  de  fuivre  nos  principes , & 
d’y  ramenér  ce  qui  etoit  découvert 
par  les  autres.  Or  il  eût  été  injufte 
dans  des  chofes,  qui  nous  'appartien- 
nent en  partie,  & qui  peuvent  être 
vicieufes  dans  la  forme,  de  citer  les 
Inventeurs,  aux  quels  on  auroit  pu 
attribuer  des  fautes,  qui  etoient  a nous. 
D’ailleurs  il  eût  falû  quelques  fois  en- 
trer dans  des  altercations  trop  éloi- 
gnées de  nôtre  but , en  recherchant 
les  premiers  Auteurs  d’une  decouverte, 
qui  font  fouvent  très-douteux. 

11  refte  à nous  difculper  d’une 
variété  de  méthodes,  dont  nous  nous 
fommes  fervis  dans  plufieurs  occafions. 
Nous  avons  crû  cette  diverûté  utile. 
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pour  indiquer  aux  Commençants  les 
différentes  roütes  dans  la  recherche  de 
la  vérité.  De  plus  il  nous  paroit  que 
parmi  les  différentes  méthodes  de  Cal- 
culs 5 on  peut  rarement  en  affignér 
une , qui  foit  généralement  la  plus 
commode;  il  faut  fouvent  variér  les 
méthodes  félon  les  cas,  pour  une  plus 
grande  facilité. 

Enfin  la  plus  grande  partie  de  ce 
dernier  Volume  ayant  été  imprimé  en 
nôtre  abfence,  nous  ne  pouvons  nous 
difpenfér  de  rcnouvellér  publiquement 
nôtre  reconnoi  fiance  à M.^  de  Keralio, 
qui  a pris  le  foin  de  verifiér  nos  Cal- 
culs, & qui  ne  nous  permettroit  pas 
de  le  loûér  autant  que  nous  Tefti- 
- mons;  il  regarderoit  nos  eloges  com- 
me une  faute  qu’il  voudroit  corrigér. 


ELE- 
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CALCUL  INTÉGRAL  * 

SECONDE  PARTIE. 

De  l’intégration  des  Différentielles 
a plufieurs  variables. 

CHAPITRE  PREMIER. 

De  l' intégration  des  Différentielles  du  premier  ordre 
qui  contiennent  plufieurs  variables  mêlées^ 

Ù dont  les  Intégrales  exaSles  font 
des  fuites  finies  • 

CCCXXVI. 

I_^Orfq  ue  les  variables  d'une  différentielle  du 
premier  ordre  font  feparées,  on  peut  toujours  en  trou- 
ver l’intégrale  exaéle  algébriquement,  ou  par  la  qua- 
drature des  courbes,  en  cherchant  feparément  par  les 
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méthodes  de  la  première  Partie  les  intégrales  de  chacun 
des  termes,  dont  cette  différentielle  eft  compofée,  & 
qui  ne  renferment  qu’une  feule  variable,  & en  uniffanc 
ces  intégrales  particulières  avec  leurs  fignes  ou  — , 
pour  en  former  l’intégrale  entière,  a laquelle  on  ajoute 
la  confiante  fuivant  la  réglé  (Art.  xiv.  ).  Mais  quand 
les  variables  font  mélées,  c’eft  a- dire,  multipliées,  ou 
divifées  les  unes  par  les  autres  dans  la  différentielle 
qu’on  veut  intégrer,  on  a befoin  d’autres  méthodes, 
foit  pour  réduire  cette  différentielle  a une  autre,  dans 
laquelle  les  variables  foient  feparées,  foit  pour  l’intégrer 
lâns  feparer  auparavant  les  variables  ou  les  indétermi- 
nées. Nous  expliquerons  dans  ce  Chapitre  les  princi- 
pales méthodes  pour  intégrer,  fans  feparation  de  varia- 
bles, les  différentielles  du  premier  ordre,  qui  naiffent 
de  la  différentiation  des  quantités  exprimées  par  des 
fuites  finies,  qu’on  appelle  fondions  finies, 

CCCXXVII. 

Une  différentielle  de  cette  Ibrte  étant  propofée, 
on  peut  d’abord  effayer  de  l’intégrer  en  la  comparant 
avec  les  formules  generales  de  même  efpece,  dont  on 
connoît  les  intégrales  par  le  Calcul  différentiel . On 
fçait,  par  exemple,  que  la  différentielle  du  produit 

n/  eft  que  celle  de  la  Iraélion  eft 
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yjr  — xjf  puiflânce  **  eft  n)t'~'^dxj 

que  celle  du  logarithme  de  * eft  iï,  Û’r.,  * ?c  / re- 

prefentent  dans  ces  formules  generales  des  variables 
quelconques,  fimples  ou  compofées,  comme  on  voudra. 
Donc,  fl  la  diffcrentielle  propofée  peut  fe  réduire  par 
fubftitution  a quelqu’une  de  ces  formules  generales  de 
diffcrentielles,  on  en  trouvera  tout  d’un  coup  l’intégra- 
le , en  faifant  les  mômes  fublUtutions  dans  l’intégrale 
connüe  de  cette  formule  generale..  C’eft  ainfi  qu’en 

comparant  la  différentielle  mu” x”’  ^ dx-^nx’”u”~'^  du 

avec  la  formule  de  même  efpece on  trou- 
ve qu’en  fubftituant  u”  pour  & x”*  pour  x dans 
cette  formule,  elle  fe  réduit  a la  différentielle  propofée; 
d’où  l’on  conclût  qu’en  faifant  les  mêmes  fubftitutions 

dans  xy  intégrale  àzydx-^-xdy,  oa  aura  u” x”  pour 

l’intégrale  de  mu”  x”~^  dx—^nx’” u”~~^  du.  On  voit 
de  même  que  l’intégrale  de  la  différentielle 

üü-l ** il  eft  le  logarithme  hyperbolique 

de  %" u” ; par  ce  qu’en  fubftituant  x” u”  au  lieu  de  x 
dans  la  différentielle  —,  on  la  réduit  a la  différentiel- 
le  propofée;  d’où  l’on  conclut  qu’en  fubftituant  aufli 
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z”»*  au  lieu  de  x dans  x,  qui  eft  l’integrale  de 

dt 

— , on  aura  L.  z”  u"  pour  l’intégrale  de  la  différen- 
tielle propofce . Il  eft  clair  qu’on  pourroit  faire  ainfi 
des  Tables  de  différentielles  très-compliquées,  par  le 
moyen  delquelles  on  auroit  des  intégrales  très-difficiles. 
Mais,  quoique  ce  moyen  d’intégration  foit  Ibuvent  fort 
utile,  furtout  pour  ceux  qui  font  fort  exercés  dans  le 
Calcul  différentiel  , il  n’eft  pas  aifé  de  l’employer , 
quand  les  différentielles  qu’on  fe  propofe  d’intégrer  ne 
font  pas  reduéliblcs  a une  forme  déjà  connue;  par  ce 
qu’on  n’a  point  de  réglé  generale  & lure  pour  le 

choix  des  formules , ny  pour  les  fubftituiions . Il 

faudra  alors  fe  fervir  des  méthodes,  que  nous  allons 

expliquer  après  quelques  préparations. 

CCCXXVIII. 

Une  différéntielle  quelconque  égalé  a zéro  fe  nomme 
équation  différentielle]  8c  on  l’appelle  fimplement  quanti- 
ré,  ou  fonéîion  différentielle ^ lorfqu’on  ne  la  fuppofe  point 
égalé  a zéro.  Cette  diftinflion  eft  neceffaire  dans  plufieurs 
cas  ; car  fi  on  différentic  une  quantité  variable , qui 
n’eft  point  en  forme  d’equation , la  différentiation  ne 

pourra  faire  evanoiiir,  que  les  quantités  conftantes,  qui 
ne  font  point  mêlées  avec  les  variables.  Mais  fi  la 
quantité  qu’on  différentie  eft  en  forme  d’equation , la 
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dlffi^rcntîation  pourra  faire  difparoître  , outre  les  con- 
ftautes,  quelque  fafleur  mélé  de  variables,  qui  multi* 
plie , ou  divife  toute  l’equation  différentielle . Par 

exemple,  en  différentiant  la  quantité  ax*  — i**/— t-r, 
dans  laquelle  c e(l  fuppofée  confiante,  on  aura  la  fon< 

élion  différentielle  laxdx^zbyndx  — bx'dy.  Mais, 

fi  on  fuppofe  ax* — bx*y-^c=o^  & qu’on  différen* 
tie,  on  aura  l’equation  différentielle  zaxdx — ib/xd» 

— bx*df=:oy  laquelle,  étant  divifée  par  le  faéleur 
commun  &■  variable  as.  Ce  réduit  a IV^uaiion  ladn-^m 

ib/dx — bxdjr=zo.  De  même  la  fonélion  différentiel* 

xx^yy  ° “ 

virée  par  le  faéleur  commun  — t — devient  axdx-^ 

* xx’-i-yy 

b/ dx-—cx^*  dj>=so. 

CCCXXIX.  . 

On  appelle  txaÜe^  ou  complctte  ^ la  quantité  diffé- 
rentielle, dont  l'intégrale  efl  une  fonélion  finie  de  va- 
riables & de  confiantes;  ou  bien  c’cfl  une  différentiel- 
le, qui  peut  naître  de  la  différentiation  d’une  fonélion 
en  termes  finis.  Ainfî  zaxdx — bx^df  — zbyxdx  efl 
une  différentielle  exaéle  ou  complette,  par  ce  que  fba 
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intégrale  — l>x*/  cft  une  fonflion  finie,  ou  par  ce 

qu’on  la  peut  trouver  par  la  clifférentiation  de  cette 
fon£Hon . 

cccxxx. 

Suppofé  que  B,C,D,ÔV.  foient  des  fonfllons 
différentes  des  variables  z,m,  Ô’c.,  & de  confian- 
tes, l’exprelfion  dans  laquelle  ii  A eli  entre  deux 

parenthefes , fignifie  le  quotient  qu  on  trouve  en  divi- 
/ànt  par  la  fliffércntlelle  de  la  fim.T-inn  Ay  prife  en 
ne  faifant  varier  que  /,  & en  regardant  comme  con- 
fiantes toutes  les  autres  variables,  dont  A peut  être 
compofée.  De  même  expriment  les  quo- 

tiens  quon  trouve,  en  divifant  par  </x,  ou  par  dz  les 
différentielles  dBy  ou  JC,  prifes  en  ne  regardant  com- 
me variable,  que  x,  dans  la  fonélion  B,  ou  que  z 
dans  la  fonélion  C,  & confiderant  toutes  les  autres  va- 
riables qui  font  dans  B,  ou  dans  C,  comme  des  con- 
fiantes. Suppofé,  par  exemple,  que  yf=/jx”/",  cette 

expreffion  fignificra  »4x”/*“*  • fi  B=xyz, 
l’exprelfion  m^fignifiera  car  la  différentielle 
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de  éM*/*  priiè  dans  la  ruppofitlon  que  y feule  {bit  va- 
riable, & que  M foit  conftante  cft  dy^  Sc 


rccYXxr 

Lemme.  Suppofé  que  jf  foit  une  fonftion  de 
deux  variables  »,&/,&  de  conftantes , & qu’on  ait 
trouvé  l’integrale  X.  Adxy  en  prenant  x pour  variable 
& y pour  conftante;  fi  on  différentie  de  nouveau  cette 
intégrale  S.  Ad» y en  faifant  varier/,  traitant  » com- 
me conftante,  la  différentielle  d.S.Adx  fera  dy.X 

S.^jj^dx.  Pour  donner  une  idée  plus  nette  de  cette 

propofuion,  foit  A=x”' y” ^ & Adx=zy” x^dx.  L’in- 
tégrale  S.Adx  de  la  différentielle  Adx^  en  prenant/ 

pour  conftante,  fera  & la  différentielle  de  cet- 

te intégrale,  en  prenant  / pour  la  feule  variable,  & x 

pour  conftante  fera Il  faut  donc  démon- 
trer que  cette  différentielle  eft  =zdy.  S.^^^-dxy  dA 
étant  la  différentielle  de  A prife  en  faifant  varier  /,  & 
regardant  » comme  conftante;  ce  qui  eft  évident  dans 


^ Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

cet  exemple  , puifquo  « =s 

X"  J Xy  S.  <1*  = S.  «/"""  * X*”  </  Af  = 

— — , en  traitant  y comme  confiante  dans  cette 

intégration.  Donc  ”*  = 

En  general  la  quantité  S.Adx  étant  compofée 
de  deux  variables  x & «,  en  la  diffcrentiant  tour  a 
tour  félon  x & /?,  on  aura  la  dÜTérentielle  totale  Adx 

-i-da.S,  ^‘‘j—dx.  Car  fuppofons  que  A foit  l’ordon- 
née d’une  courbe,  dont  a eft  le  paramétré,  & </x  la 
différentielle  de  rabfcifle;  en  faifant  varier  rabfciffe,  le 
paramétré  demeurant  le  même,  il  efl  clair  que  la  dif- 
férentielle de  faire  fera  Adx.  Mais  A on  fait  enfuite 
varier  le  paramétré  x,  rabfcifle  refiant  la  même,  il  efl 
évident  que  la  différentielle  Adx  fera  augmentée  d’une 
fécondé  différentielle , qui  ne  peut  refulter  que  de  la 
variation  du  paramétré  x,  en  diffcrentiant  l’ordonnée 
A.  Il  faut  donc  différentier  A en  faifant  varier  x 
feulement,  & en  multipliant  la  différentielle,  qui  en 
proviendra  par  la  différentielle  ^x  de  l’abfcifle;  il  eA 
clair  qu’on  aura  la  fécondé  partie  de  la  différentielle 
cherchée.  Or  A on  différentie  A en  ne  fuppofànt  que 
X de  variable,  le  coefhcient  de  la  différentielle  da  t- 

tant , 
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tant,  après  la  différentiation,  on  voit  par  les 

différentiations  precedentes,  que  la  fécondé  différentielle 
cherchée  fera  S.^^^.dx.da.  Mais,  comme  la  quan- 
tité dont  on  fait  varier  le  paramétré  eff  la  même  dans 
la  même  courbe,  il  eft  clair  que  da^  qui  eft  variable 
par  rapport  a la  première  Partie  de  la  différentielle  , 
fera  confiante  dans  la  fécondé,  8c  par  confequent  on 
pourra  le  mettre  hors  du  Ggne  d’intégration,  ce  qui 

changera  l’expreHiou  precedente  eu celle-cy , d x. 

Donc  la  différentielle  totale  de  S.  Ad x eft  Adx-^ 

da.  s.  • dx  . Cette  demonftration  ne  peut  avoir 
aucune  difficulté,  fi  on  la  compare  avec  les  exemples 
precedents. 

On  purroit  auffi  demontrér  ce  Lemme  d’une  au- 
tre maniéré.  Suppofbns  M une  fonélion  de  x,  de  y 
8c  de  confiantes,  8c  foit  Adx  la  différentielle  de  cette 
fonélion,  dans  la  fuppfition  de  y confiante.  Si  on 
veut  avoir  la  différentielle  totale,  on  fuppofera  qu’elle 

foit  Adx-^Bdy,  Or  B doit  être  tel  que  = 
(xxvn.).  Donc</5=-^dx,  &en intégrant  danslafup- 

r 

pofition  de  x feule  variable,  on  aura  B=:S.-^dxj 

B 


xo 
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le  Bdjf  — djfS.-jjdx.  Mais  Ad  h cft  la  différentiel- 
le de  M,  en  regardant  n feule  comme  variable.  Donc  la 
différentielle  totale  Adx—*-Bdjfz^Adx'^d^S.^yd)i, 


cccxxxir. 


THEOREME.  i.’‘  Adx^Bdy  étant  une  quantité 
différentielle  du  premier  ordre  a deux  variables  x & /, 
dans  laquelle  A B font  des  fonélions  de  ces  deux 
variables,  &•  de  couftamesj  cette  différentielle  ne  peut 


être  exafle,  a moins  qu’on  n’ait  l’equation 

&,  fl  on  a cette  équation,  la  différentielle  Ad  h 
•^Bdy  fera  exafle. 

2.®  Adx-¥Bdy-¥Cdz  étant  une  différentielle 
du  premier  ordre  a trois  variables  « , / , x , dans  la- 
quelle A,  -B,  C reprefentent  des  fonélions  compofées 
de  ces  mêmes  variables,  & de  confiantes,  cette  diffé- 
rentielle ne  peut  être  exaéle,  a moins  qu’on  n’ait  ces 

. . {dA) {dB)  (dA)  (dC)  (dB) 

trois  équations 


; & fl  on  a ces  trois  équations,  la  différentielle 
Adx-^-Bd/’^Cdx  fera  complette. 

3.“  Adx-*-Bdy-+Cdz-k-Ddu-^Cye,  etint 

quantité  différentielle  du  premier  ordre  a tant  de  va- 
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fiables  *,/,*,»,  ÔV.  qu’on  voudra,  dans  laquelle 
5,C,  D,  Cÿf.  reprefentent  des  fondions  compoftes 
de  ces  mêmes  variables,  & de  confiantes;  cette  diffé- 
rentielle ne  peut  être  complette,  a moins  que  deux  de 
fes  termes  quelconques  pris  a volonté  ne  fâffent  tou- 
jours une  différentielle  exaRe,  en  ne  regardant  comme 
variables , que  les  deux  feules  quantités , dont  les  dif- 
férentielles fe  trouvent  dans  ces  deux  termes , en  forte 

qu’on  ait  autant  d’équations,  comme  ) 

, &c. , qu’il  y a de  maniérés  de  combi- 
ner les  lettres,  ou  fonRions  A^ByCyD,&c.  deux  a 
deux;  8c  lorfque  ces  équations  auront  lieu,  la  différen- 
tielle -^rCdz-^Ddu-^&c.  fera  com- 

plette . 

Nous  avons  démontré  (Part.  I.  Chap.  I.)  la  pre- 
mière partie  de  chacun  des  cas  de  ce  Theoreme  ; 8c  la 
fécondé  partie,  qui  efi  l’inverfe  de  la  première  eft  ren- 
fermée dans  le  Lemme  precedent . 

CCCXXXIII. 

PROBLEME . Une  quantité  différentielle  quelconque 
du  premier  ordre  a tant  de  variables  qu’on  voudra, 
étant  propofée , trouver  fi  elle  efi  complette , 8c , lors- 
qu’elle efi  cxaRe,  trouver  fou  intégrale. 
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Solution.  On  cherchera  d’abord  fi  la  differen  tiel- 
le  propofée  fournit  toutes  les  équations , qui  doivent 
avoir  lieu  pour  la  rendre  complette , fuivant  le  Theore- 
me  precedent.  Si  elle  ne  donne  point  ces  équations, 
on  l’abandonnera;  fi  elle  les  donne,  on  trouvera  fon 
intégrale  algébrique,  ou  dépendante  des  quadratures  par 
la  méthode  fuivante,  que  nous  avons  démontrée  (Part.I. 
Cliap.  I.  ) . 

Soit  uidH-¥Bd^-¥Cdz-¥Ddu-+(yc.  la  quan- 
tité diliérentielle  propofée,  qu’on  fuppofe  complette . On 
prendra  ( par  la  Première  Partie  de  ces  Elemens  ) l’in- 
tégrale S.Adn  du  premier  terme  Adxy  en  ne  fuppofaut 
de  variable,  que  x,  & en  regardant  comme  confiantes 
toutes  les  autres  variables/,  *,  «,  , qui  peuvent 

fe  trouver  dans  la  fonflion  A.  Enfuite  on  prendra  de 
même  l’intégrale  S.  Bd/  du  fécond  terme  Bdf^  en  ne 
fuppofant  que  / de  variable,  & traitant  toutes  les  au- 
tres quantités  comme  confiantes  dans  la  fonflion  B;  8c 
on  rejettera  de  cette  intégrale  S.  B dy  tous  les  termes 
qui  fe  trouvent  déjà  dans  l’intégrale  S.Adx,  8c  on 
ajoutera  le  refie  R a l’intégrale  S.  Ad  x , pour  avoir 
la  fomme  S.Adx-^-R.  On  continuera  a prendre 
de  la  même  maniéré  l’intégrale  S.  Cdz,  ^ en  trai- 
tant feulement  « comme  variable,  & toutes  les  autres 
comme  confiantes  ; on  rejettera  encore  de  cette  inté- 
grale S.Cdx  tous  les  termes  qui  fe  trouvent  déjà  dans 
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l’intégrale  trouvée  S.AJx-hR^  & on  ajoutera  le  re- 
fie que  nous  defiguerons  par  R!  a l’intégrale  trouvée 
S.Adx—^R^  pour  avoir  S.  Adx-*-R-^K . Ayant 
pris  ainfi  l’une  après  l’autre  les  intégrales  de  tous  les 
termes  de  la  quantité  différentielle  propofée  , on  aura 
fon  intégrale  exaéle,  a laquelle  on  pourra  ajouter  une 
confiante . On  s’affùrera  qu’on  ne  s’efl  point  trompé 
dans  l’intégration  en  différentiant  l’intégrale  trouvée,  8c 
en  comparant  la  différentielle  avec  la  propofée , a la- 
quelle elle  doit  être  égalé . Au  relie  on  voit  bien 
qu’on  peut  commençer  Sc  continuer  l’intégration  par 
quel  terme  on  voudra,  & qu’on  doit  choifir  les  termes 
les  plus  commodes  pour  le  calcul. 

On  peut  encore  abréger  quelquefois  le  calcul  en 
opérant  de  cette  maniéré.  On  prend  d’abord  l’intégra- 
le S.  A du  du  premier  terme,  comme  nous  venons  de 
le  dire  ; enfuite , au  lieu  de  prendre  l’intégrale  S.  B dy 
du  fécond  terme , on  différentie  l’intégrale  trouvée 
S.Adx  en  ne  fuppofknt  que  y de  variable,  on  ôte  cet- 
te différentielle  du  fécond  terme  Bdy^  &,  s’il  refis 
quelque  cliofé,  on  prend  l’intégrale  de  ce  refie  dans  la 
même  fuppofition,  que  y feule  foit  variable,  8c  defi- 
gnant  cette  intégrale  par  2Î,  on  l’ajoute  a la  première 
intégrale  S.Adxy  pour  avoir  la  fomme  S.  Adx-^-R^ 
comme  dans  la  première  méthode.  Après  cela,  au  lieu 
de  prendre  l’intégrale  S.Cdz  du  troifieme  terme  dans 
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la  fuppofition  que  la  feule  z foit  variable,  on  différen* 
rie  la  fomme  S.Adx-^R  dans  la  même  fuppoficion, 
on  ôte  cette  diflcrentielle  du  troifieme  terme  C</z,  & 
s’il  relie  quelque  chofe,  on  prend  l’intégrale  de  ce  re- 
lie, encore  dans  la  même  fuppofition  de  z feule  varia- 
ble, & defignant  cette  intégrale  par  R',  on  l’ajoute  a 
la  première  fomme  S.Adx-t-R^  pour  avoir  la  fécon- 
de fomme  S.AJx—i-R—^R'.  On  continue  de  la  même 
maniéré,  jufqu’a  ce  qu’on  foit  parvenu  au  dernier  ter- 
me de  la  quantité  difi'érentielle  propofée  ; & la  derniè- 
re fomme  qu’on  trouve  eft  l’intégrale  cherchée,  a la- 
quelle on  peut  ajouter  une  coudante.  Nous  avons  déjà 
donné  quelques  exemples  de  ce  Problème  dans  la  pre- 
mière partie,  auxquels  nous  en  ajouterons  icy  plufieurs 
autres,  comme  en  leur  propre  lieu. 

Exemple  I.  On  propolè  la  quantité  différentielle 
’axdy-¥ay  d x-^zbxd x^zc y -^z  b x)dx-^ 

Çax-hzcy)dy=^Adx-*-bdyy  en  faifànt  A=zay^ 
zbxy  & B =/»«-♦- 2 c/ . La  diffcrentielle  de  A y en 
fuppofant  * coudante,  & y variable,  ed  xdyy  par  con- 

fequent  la  différentielle  de  B,  en  fuppofant 

y coudante,  & m variable,  ed  adx  par  confequent 

■ = a . Donc  ^4^  ~ ^ ^ différentielle  pro- 

pofée ed  complette.  L’intégrale  du  premier  KitMAdxy 
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«n  fuj^fant/  coDRante,  & a variable,  eft 
celle  du  fécond  terme  Bdy\  en  fuppofant  n courante, 
&/  variable,  eft  dont  il  faut  rejetter 

tfx/,  qui  fe  trouve  déjà  dans  l’intégrale  du  premier 
terme  S.Adx.  L’intégrale  cherchée  fera  donc  x/x-+ 
qui  eft  exaéle,  puifqu’en  la  différentiant, 
on  retrouve  la  dÜTérentielle  propofée. 

On  trouve  la  même  intégrale  par  la  fécondé  mé- 
thode . Gir  en  différentiant  l’intégrale  S.Adx^  oa  a y n 
dans  la  fuppodtion  que  ^ (êule  fôit  variable  ^ 
on  a la  différentielle  axd/y  qui,  étant  ôtée  de  Bd/^ 
ou  de  axd/  -i-icfdj>y  laiffe  pour  refte  icydy^  dont 
l’intégrale  eft  c//;  par  confequent  l’intégrale  de  la  dif- 
férentielle propofée  eft  x/»— comme  par 
l’autre  méthode. 


eft 


Exemple  II.  La  quantité  différentielle  propofée 


A= 


r* — 

(»»-+//)* 


^ B =:  ■ — — . Ou  trouve  d’abord 
(**-+//) 


que  cette  différentielle  eft  exaéle,  par  ce  qu’elle  donne 
l’equation  . L’intégrale  S.Adxj  en  fup- 

pofant / confiante,  & x variable,  eft  — , & en 
fuppofant  X conftante,  & / variable,  l’intégrale  S. Bd/ 
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eft  aufli  > quon  doit  rejetter,  par  ce  quelle  eft 

la  même  que  celle  du  premier  terme  S.Adx,  Donc 
fintégrale  cherchée  eft  — par  b première  méthode.’ 
Par  la  fécondé  méthode.  En  differentiant  l’intégra- 
le S.Adx^  ou  dans  la  fuppofition  àt  y varia- 

ble, & de  X confiante,  on  trouve  fa  différentielle  = 
/ 

— 2^  même  que  Bdy  y d’ou  l’on  conclut  que 
(«»-!-//)*  . 

l’intégrale  entière  de  la  différentielle  propofée  eft 

Exemple  III.  On  propofe  la  différentielle  dyY, 
L.X— = , en  faifant  A-=^ 

^ B = L.k  . On  trouve  que  l’équation 

a lieu,  & par  confequent  que  la  diffé- 
rentielle eft  complette.  L’intégrale  S.Adx  du  premier 
cerme,  en  ne  fuppofant  que  x variable,  eft  yL.x-^ 
S". ~;^=/Z»x-t-N,  N étant  un  arc  de  cercle, 

dont  le  rayon  eft  <»,  & la  tangente  x.  L’intégrale 
S.  B dy  du  fécond  terme  prife  dans  la  fuppofition  de  x 
confiante,  Sc  de  y^  variable  eft  /I»x,  qu’on  doit  rejet- 

ter, 
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ter,  par  ce  quelle  fe  trouve  déjà  danî  l’intégrale  S.Adx, 
Donc  l’intégrale  cherchée  eft  On  trouve 

la  même  intégrale  par  b fécondé  méthode. 

Exemple  IV.  Différentielle  propofée 


Zfd  * y ^ jt  d f — *ydr.  

S5i 


Adx-^Bd^-^CdXf 


en  faifànt  A=.^^  B = -^-4- 3 C = — on 


trouve  les  trois  équations 


r 


(dC  ) 
a X ’ 


5^  ifÜi—  JL. 

^ dz.  dy  • 


La  diftcren- 


tielle  propofée  eff  donc  complette.  L’intégrale  S.  Adxy 
en  fuppofant  / Ik  z coudantes  , eft  ^ ; l'intégrale 
S.  Bd/,  en  ne  fuppofant  que/  variable,  eft  ^-+/»/V, 


dont  il  faut  rejetter  qui  fe  trouve  déjà  dans  l’in- 
tégrale S.Adx,  Sc  écrire  la  fommc  ^-i-a/^.  Enfin 
l'intégrale  S.Cdz,  dans  la  fuppofition  que  z feule  foit 
variable,  eft  qu’il  faut  encore  rejetter,  & marquer 
pour  l’intégrale  entière  . 

On  la  trouve  de  même  par  la  fécondé  méthode. 
Car  fi  on  différentie  l’intégrale  S.Adx,  ou  — en  ne 

V * Z 

c 
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faifant  varier  que  /,  on  aura  qu’on  ôte  deB<//j 

ou  de  il  refie  dont  l’inté- 


grale eft  ajf^  ^ qu’on  ajoute  a la  première  intégrale 
trouvée  S.Adx^  ou  la  fomme  efl  Ou 

différentie  cette  fomme,  dans  la  ruppofition  que  2 feu- 
le foit  variable,  on  trouve  , qu’on  ôte  de 

Cd%t  &.  par  ce  qu’il  ne  refte  rien,  on  marque 

pour  l’intégrale  cherchée. 

Exemple  V.  On  propofe  la  différentielle  a qua- 
tre variables  azdx-^^x' dx—^-bzdf-^ic/dj'—^-axdA 
—¥bydz—^-u^dz-¥izudu—\--iu*dw=Adx—\-Bd^-^ 
Cdz-^Dduy  en  fuppofant  A~az-^‘‘^x^yB=zbz—{- 
2c/,C=i»x— t-^/-+-M«,D  = 22«— »-3»*  ; on  trouve 

I r .*  (.d^)  (d  B)  Cd^)  (dC) 

les  nx  équations  — ^ dz 

(dA) ^ (dP)  jdB)  ^ {dC)  (dB) 


ii  U 


d*  * d Z 


üdP)  (dC)  ' (dP)  J.  |.  , , 

-JJ-  , = 2 u = -j^;  dou  Ion  conclut  que  la 

différentielle  propofée  efl  exaéle.  Pour  en  trouver  l’in- 
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t^grale  par  la  première  méthode,  on  prendra  l’intégrale 
du  premier  terme  Adx^  en  fuppofant  x feule  variable, 
& toutes  les  autres  confiantes,  & l’on  aura  S.Adx=z 

K*.  On  trouvera,  en  fuppofant  / feule  variable 
dans  B,  que  & que  S.Cdz  — 

axz  -k-bfz-^Muz^  en  fuppofant  la  feule  z variable 
dans  Cdz‘,  on  rejettera  de  S.Cdx  les  termes  ax*— h 
byz^  qui  fe  trouvent  déjà  dans  les  premières  intégrales 

S.Adx-^S.Bd/y  & on  ajoutera  le  rede  w* z aux 

autres  intégrales,  pour  avoir  la  fomme  azx-^x^ -\-bzy 
Enfin  en  fuppofant  que  » feule  foit  va- 
riable dans  le  dernier  terme  Dduy  on  trouve  S.Ddu 

=x»m-4-k\  dont  il  faut  rejetter  le  terme  zuu  qui 
fe  trouve  dans  les  intégrales  precedentes,  & on  aura 

pour  l’intégrale  cherchée  la  fomme  azx-^x  -\-hzy-^ 

c/*— qui  ell  exafle  ; puifqu’en  la  différen- 
tiant,  on  retrouve  la  différentielle  propofée. 

On  trouve  la  même  intégrale  par  la  fécondé  mé- 
thode. Car  dans  la  fuppofition,  que  la  feule  x foit  va- 
riable, on  trouve  S.Adx  — azx^x^^  dont  la  diffé- 
rentielle, en  faifant  varier  la  feule/,  efl  zéro.  L’inté- 
grale S.Bdy^  dans  la  fuppofition  que  la  feule  / foit 

variable,  efl  bzy-^cy*.  En  différentiant  la  fomme 
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/j Z.V— 4-*’— 4-^a/-+-f y*,  ne  faifant  varier  que  z,  on  i 
la  cliflerenticlle  axdz-^-ù/  dz,  qu’on  ôte  de  C</z,  ou 

de  nx dz—\rb}f  d Z —¥u^ d z\  il  rcRe  »*</z,  donc  l'inté- 
grale, dans  la  fuppofirion  de  z feule  variable,  eft  «*z, 
qu’on  ajoute  a la  fomme  déjà  trouvée , pour  avoir  la 

féconde  fomme  azx-^-x^—^bzy-^cjf'—^-u'z.  On  dif- 
férentie  cette  fomme  en  fuppofant  tout  confiant,  excepté 
«;  &■  on  trouve  la  difTércntielle  2z«</«,  qu’on  retran- 
che de  Ddu^  ou  de  2 z«rf»— 4-3  «*</«;  le  relie  efl 
\ 

^:*du^  dont  l’intégrale  «*,  étant  ajoutée  a la  fécondé 

fomme,  donne  pour  l’intégrale  cherchée,  a z x-^x^  —h 

A Z/— 4-r/*— z-4-«^,  telle  qu’on  l’avoit  trouvée  pat 
la  première  méthode. 

CCCXXXIV. 

Il  cH  évident  qu’on  peut  toujours  intégrer  par  les 
méthodes  du  Problème  precedent  l’equation  difiércntiel- 
le  quelconque  du  premier  ordre.<^t/*-4-Bt/;'—hC<^z—4- 
D d u-i-&c.=o  ^ lorfque  la  quantité  différentielle  Adx 
— »-C<fz-+-D<f«— t-Ô’f. , qui  cil  égalé  a zéro,’ 
cil  une  différentielle  exaclc,  ou  qu’elle  fournit  les  cqua- 

tmne  (-/g)  ('l'I)  __  ('iC)  (,M)  (££}  . 

d/  dx  > d Z dx  y "d  u ' dx  ’ 
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&*£•. , qui  font  ncccflîiires  pour  la  rendre  complctte . 
Mais,  fî  elle  ne  donne  pas  ces  équations,  ou  fi  elle 
n’ell  pas  complctte , lorfqu’on  ne  la  confiJcre  pas  com- 
me égalé  a zéro;  on  n’en  doit  pas  conclure  quelle  na 
point  d’intégrale  exacte,  5c  en  termes  finis,  lorfqu’elle 
eft  en  forme  d’equation , ou  qu'on  la  confidere  comme 
égale  a zéro.  Car  il  pourroit  fe  fiire  (Art.  cccxxviii.) 
qu’elle  eût  perdu  apres  la  différentiation  un  fa£leur  v.a- 
riable,  que  nous  defignerons  par  M,  de  forte  que  , fi 
on  reirouvoit  ce  facleur,  Sc  qu’on  rétablit  la  différen- 
ticlle  par  la  multiplication  a la  forme 

MC d z^MDd  u-¥(yc.~o^  qu’elle  avoit  av.int 
qu’on  l'eùt  divifée  par  M,  elle  deviendroit  une  différen- 
tielle complctte  d’une  fonélion  finie  V compofée  des  va- 
riables *•,/ , SI , «,<ÏV.,  5c  de  confiantes;  5c  pour  lors' 


elle  donneroit  les  équations  — ~ — » 


(d.MC)  ( d.  ) (<i-  MO) 

dx  s du  d X 


, &c. , qui  font  necef- 


fiires  pour  quelle  foit  complctte,  5c  on  auroit  MA  du 


^MBdy-¥MCdz-^  MDdu^&c.  — dK 


cccxxxv. 

Soit  propofee,  par  exemple,  l’equation  différentiel- 
le zadx — zbydx  — bxdy=o^  ûuAdx-^Bdy  — o\ 
en  fuppofant  A~ia — .3^/,  & JB=— par  coo: 
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fequent  — — iby  & ce  qui  6it 

voir  que  la  diffcreniielle  laJx — 2bytix — bxdjfy  ou 
Adx-^Bdy  n’eft  point  exafle.  Neantmoins  on  ne  doit 
pas  conclure  de  la  que  l’equation  Adx-¥Bdy=.o  ne 
puifTe  pas  acquérir  une  forme  qui  la  rende  intégrable , 
en  multipliant  tous  les  termes  par  un  fâ£leur  variable 
Af,  & en  breduilknt  a la  forme  = 

Maie  fuppofé  que  M Adx—\-MBdy  foit  une  diffé- 

■ rentielle  complette , on  aura  l’equation  = 

( J.  MB^  J ou , ce  qui  revient  au  même , 

^ ~ équation  qui  fera 

d’une  grande  utilité  pour  déterminer  le  faéleur  M.  Car 
la  difficulté  eft  réduite  a prendre  pour  M une  fonéUon 
des  variables  *,  /,  & de  confiantes  affez  generale,  & 
avec  des  expofans  & des  cocfficiens  indéterminés,  pour 
que  cette  fonélion  étant  fubftituée  au  lieu  de  M dans 
l’equation  que  nous  venons  de  trouver,  elle  en  fafle 
evanoiiir  tous  les  termes  homologues,  & foumifle  des 
équations  particulières  pour  déterminer  les  expofans  & 
les  coefficiens  indéterminés . 

Prenons  pour  M dans  nôtre  exemple  la  fonélion 

k”*/”  avec  les  expofans  indéterminés  m & n,  nous  au- 
rons  K î '‘TjTrrî»/.  5 


M(dA) 

Î ’"7T~ 
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A{dM) 

<if 


M(dS) 

4x 


2? 

Donc  l’e- 

B(JM) 

“77"^=» 


deviendra  2 ^ 2-» —2^»*”*^”  -4< 

bx” /-^bm/K”  = 0 J ou  — 2^«»”’/  -V 

x^—^zanx"/”  * = 0j  & égalant  a zéro  tous 

les  termes  homologues,  on  aura  ces  deux  équations  -• 
b-^  Z bn'^bm:^Oy  flc  zxn^soy  ce  qui  donne  n^zzoÿ 

Sc  m = i;  donc  le  faveur  ainfi  l’equa- 

tion  complette  fera  iaxdx^zb^xdx>—bK* dy=^0ySc 
en  prenant  les  intégrales  de  part  & d’autre,  on  aura 
4x*  — bx^y—C  conftante. 

Si  on  avoit  l’equation  différentielle  aydx^bxdy^ 
quon  voit  par  les  méthodes  precedentes  n’étre  pas  com- 
plette, on  trouveroit  par  le  même  calcul  que  cy-devant 

le  faéleur  M=x  y”z=z^y  & la  différentielle  complet- 
te, en  retabhffant  le  fàéleur  qui  avott  dilparu  par  la 

multiplication,  deviendroit  = iiï  ÜZ 

dont  l’intégrale  exaéle  eft  aL.x^bL.y=zL.x‘y^.  Nous 
avons  rapporté  brièvement  ces  exemples  aifés  de  deux 
faéleurs,  dont  l’un  avoit  difparu  par  la  divifion , J’autic 


24  Elemems  du  Calcul  Ikte'gral 

par  la  multiplication.  Mais  nous  allons  éclaircir  cettr. 

méthode  importante  dans  la  fuite  de  ce  Chapitre . 

CCCXXXVI. 

. Suppofé  que  dans  l’equation  difftrentielle  a troiî 
Variables  t-Bd/— — o,  la  quantité  Adx—¥ 

Bd/~+-C d7i  ne  fbir  pas  une  différentielle  complette, 
& qu’on  veuille  la  rendre  exaéle,  en  la  multipliant  par 
un  fafleur  variable  M;  en  regardant  la  chofe  comme 
faite,  la  différentielle  M Ad  B d % fera 

exaéle , 8c  donnera  par  confequent  les  trois  équations 

(_d.M/l)  Atg)  (rf.  MA)  (J.  MC)  (d.MB)  

d y à X 5 d Z " a » * « 5 . * 


{d.MC  ) 

, ou  les 

trois  fuivantes 

r. 

A(dM) 

. M(dA)  _B{d.M)  . 

M^dB) 

dj> 

d,  dx  ^ 

d X 

îr 

A(dM) 

M(dA)  C(dM)  . 

M(dC) 

Xi% 

d Z 

dz  dx 

d X 

BUM) 

M(dB)  _ C(dM) 

M(_dC) 

i"-  dz 

^ dZ  ~ dy 

dy 

Par  b 

première 

de  ces  trois  équations 

on  trouve 

(dM) 

_ B{dM) 

. M{dB)  M{dA)  _ __ 

il* 

. “ 

~ A'dx  ' 

Adx  Ady  f ^ 

(dM)  B(,dM)  M(dB)  M(dC) 

me  equauon  on  a 

d y ' Cd  Z ' Qd Z 

Cdy  > 

d’on 
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„ ,,  . CB(JM)  CM(dB)  CMtdA) 

dou  Ion  tire  = 

AB(dM)  AM(dB)  AM(dC)  i r j 

— ^ H — ^ — jy — ; parla  leconde  équation 

0“  a -^T^^-èTr^  -UTT^ jr^ienfubftituant 

cette  valeur  de  -J^p-  dans  l’equation  precedente  on 


trouve 


AB^dkl)  BMÇdA)  BM(dC)  CM(_dB) 


CM(dA)  ABKdM)  AM(dB}  AM(dC) 

df  d 2 dz  ' d^  * 

retranchant  de  coté  & d’autre  le  terme  , on 

U Z * 

BMjdA)  BM(^C)  CM(^B)  CM{dA)  

d Z à X àx  d J 

AM^dB)  AM(dC)  „ -r  „ ■ r 

■■  ^ ; « en  divifant  par  M qui  le 

trouve  dans  tous  les  ternies , on  aura  l’equation  de 


condition 


BÇdC)  CÇdB)  A(dB)  B(dA) 


AfdC)  C(dA)  . r-  < 1 I . 

1 jy~’  — ° > connoitre  la  relation 

que  les  fondions  By  C doivent  avoir  entr’elles, 

afin  que  la  propofée  Ad x-t-Bdj'-^-C dTi^o  foit  in- 
tégrable ; car  autrement  il  fera  impolTible  de  trouver 
■le  faéleur  M,  qui  la  rende  intégrable.  On  voit  par 
la  qu’il  y a une  infinité  d’équations  différentielles  a trois 
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variables,  qui  ne  peuvent  provenir  de  la  diflcrentiatioa 
d’aucune  équation  en  termes  finis,  & qu’il  ne  faut  pas 
entreprendre  d’intégrer. 

CCCXXXVII. 

Lors  donc  qu’on  fe  propofe  d’intégrer  une  équa- 
tion différentielle  quelconque  a trois  variables 
Bdjf^C dz—o^  il  faut  commencer  par  examiner  fi 

elle  donne  les  trois  équations  = = 

^ ^ ^ = ; fl  elle  les  donne,  on  l’intégrera 

par  le  Problème  precedent;  fi  elle  ne  les  donne  point, 

on  examinera  fi  elle  fournit  l’equation  de  condition 

B(JC)  C(d8)  e r • ’ 

Hgyc.=o;  & Il  cette  équation  na 

point  lieu,  on  abandonnera  la  propofée  comme  impoffi- 
ble;  mais  fi  l’equation  de  condition  a lieu,  on  cher- 
chera le  faéleur  variable  M par  la  méthode  des  indé- 
terminées au  moyen  des  trois  équations  = 

(J.  MB)  {d.MA) {d.MC)  (d.MB) (d.MC) 

dx  > du  ' d X ’ dz  dji 

CCCXXXVIII. 

De  même  lorfqu’on  fe  propofe  d’intégrer  une  équa- 
tion différentielle  a tant  de  variables  qu’on  voudra 
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Adx-^-Bdy—^Cdz—^Dd u—^Ed s-^(3‘c.'=zzo\  il  faut 
d’abord  examiner,  comme  dans  le  Problème  precedent, 
fi  la  différentielle  Adx—^Bdy—¥Cdz—¥(D'c.  eft  exa- 
fle,  & alors  l’intégrer  par  l’une  ou  l’autre  méthode  du 
môme  Problème.  Si  elle  n’eft  point  complette,  pour 
fçavoir  fi  elle  pourra  le  devenir  par  la  multiplication 
d’un  faéleur  variable  Af,  on  fuppofera  la  chofe  faite, 
ou  que  la  différentielle  MAdx-^-MBdy—^MCdz.^ 
MD  du  eft  exaéle.  Il  eft  évident  par  le  Problè- 

me precedent,  que  dans  cette  fuppofition  toutes  les  dif- 
férentielles de  trois  termes  MAd x-^MBd}/—^MCdz.'^ 
MAdx-¥MBdjf-^MDdu~  qu’on  peut  former 
en  prenant  trois  termes  quelconques  dans  l’equation 
propofée,  & multipliés  par  M feront  des  différentielles 
complettes,  pourvù  qu’on  y fuppofe  confiantes  toutes 
les  lettres,  excepté  les  trois  dont  les  différentielles  font 
dans  ces  trois  termes.  Donc  (Art.  cccxxxvi.)  on 
aura  autant  d’equatlons  de  condition  de  la  même  na- 
C(dfi)  , A{4B)  B(dA)  A(dC) 

ture  que  dx  dz  as  d y 

= 0,  qu’il  y a de  maniérés  de  prendre  les 
lettres  ou  fondions  A^ByC^D^Ey  Ù’c.  trois  a trois; 
& fi  l’equation  différentielle  propofée  Adx^Bd/-^ 
Cdx—^Dd  u—^E  d s-^~&c.  = o^  ne  donne  point  tou- 
tes ces  équations  de  condition,  il  fera  impoffible  de 
trouver  le  fâéleur  M , & il  lâudra  l’abandonner . 
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Mais  fl  toutes  les  équations  de  condition  ont  lieu  , 

on  cherchera  M par  la  méthode  des  indéterminées  au 


moyen  des  équations 


(J.  MA)  (d.MB) 

à J!  d * 


(d.MA) 

dz 


CCCXXXIX. 

Tl  ne  fera  cependant  pas  neceflaire  d’examiner  11 
toutes  les  équations  de  condition  comme  - ^ — 

^ -f"  Û'r.  —0  ont  lieu , par  ce  que  quelques 

unes  de  ces  équations  fuivent  toujours  des  autres,  en 
forte  qu’ayant  vérifié  celles-cy , on  eft  fur  de  celles  qui 
n’en  font  que  des  confcquences . Pour  le  faire  voir,  pre- 
nons l’equation  a quatre  variables 
^Ddu=zo^  qui  par  la  combinaifon  des  quatre  lettres 
'AyB^C donne  les  quatre  équations  de  condition 
fuivantes . 

T - B(dC)  C(dB)  . A(dB)  B(dA) 

La  I.™  H dz~~- 

^ ^df  ~ ° l’equation  Adx 
^■+15 djf  “4- C dz  0 • 

T-  S(dD)  D{dB)  . A(dB)  B(dA) 

^ di  7i  ^ ~Th 71T  — 
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A(dD)  . D(JA) . . , „ 

— » jj-  =0,  qiu  vient  de  1 équation  A du 

“+  B djf  — Dd  U = 0 , 


U 3.- 


D(_dC)  A{dC) 


C(tiA) 


àt» 


dx  *"  du 
A(,dD)  . DCdA)  

~~dl qui  vient  de  1 équation  AdK 

•~^Cdz-+Ddu:=o. 

La  A.me  PÇ</C)  . B(dC)  C{dB)  _ 

^ dy  dy  du  du 

— 7z ^ — dz — *11*®  “®  lequauon  Bd^-^Cda 

—i-Ddu=:zo. 

Or  il  eft  aifé  de  voir  que,  fi  l’on  prend  a volon- 
té trois  de  ces  équations  de  condition , la  quatrième 
en  fera  neceflairement  une  fuite.  Prenant,  par  exem- 
ple, les  trois  premières,  on  aura  par  la  première 

(.dA)  A(dC)  B(dA)  A{dB)  . (,dB)  B(dC) 

dy  Cdy  Cdz  Cdz  **  dx 

on  aura  par  la  fécondé 


Cdx 


A(dP)  . B(dA)  A(dB)  (dB) 


~D7J 


Ddu 


Ddu 


B(dD) 

dJx 


d’ou  l’on  ^ir^-Dj^_t.  o^CdB)  DBjdc) 

dy  dz  dz  dx 


CA(dD) 


CB(d4) 


dy 
BC(dD) 


du 


CA(dB)  CB(dD) 


dx 


BD(dC)  CA(dD) 
dx  = — 7} — 


DA(dC) 

7T- 


-Tx — > 0“ 
CBidA-) 


du 
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CA(dB) 

DB(,dA)  , PA(dB) 

4 U 

4 Z * 4 Z 

tous  les  termes  de  la  troifieme 

équation  de  condition 

par  B y on 

aura 

BC(dP) 

BP(dC)  . BA(dC) 

BC(,dA) 

BA(dP) 

4x 

4x  4M 

4tt 

4z 

BP(dA) 

* 4 Z 

Oj 

ou 

BC(dP) 

BP(dC)  BC(dA) 

BA(dC) 

BA(dP) 

<iK 

dx  du 

4 M 

' 

BP(dA) 

dz 

on  aura  donc  l’ équation 

CA(dP) 

PA(dC)  . CB(dA) 

CA(dB) 

PB(dA) 

df  ^ au 

4 M 

a Z ^ 

DA(dB)  _ 

, BC(dA)  BA(dC) 

BAXdP) 

BD(dA) 

ou 

CA(dP')  DA(dC)  ^CA(JB)  ^ DA(dB)  

a y djf  dm  d:i 

SA(dC)  . BA(dD)  ^ 

- Th  ^ 

OU  en  divifànt  par  Ay  8c  rangeant  les  termes 

C{dP)  DjdC)  B(dC)  C(dB)  B(,dP)  ^ 
c/jr  d jr  4 » 4 H 4 Z 

^^dP  “"ï  ^ ^uatriem®  équation  4e  con- 

dition. 
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CGC  XL. 

Donc  lorfqu’on  voudra  fçavoir  fi  l’intégration  d’une 
équation  différentielle  a quatre  variables  eft  poffible  . Il 
ne  faudra  examiner  que  trois  des  équations  de  condi- 
tion qu’elle  donne.  On  prouve  de  la  même  maniéré 
que  des  dix  équations  de  condition  que  donne  une 
équation  différentielle  a cinq  variables,  il  fuffira  d’en 
vérifier  fix,  pour  déterminer  fi  l’equation  différentielle 
propofée  eft  poffible  que  des  vingt  équations  de  con- 
dition que  donne  une  équation  différentielle  a fix  va- 
riables. Il  fuffira  d’en  examiner  dix,  & en  general  on 
trouve  que , le  nombre  des  variables  étant  n , le  nom- 
bre des  équations  de  condition  necelfaires  eft  , 


CCCXLI. 

Lorfqu’on  aura  trouvé  que  l’equation  différentielle 
propofée  ♦- S </»—+•  O'c.  = o eft  poffible^ 

ou  qu’elle  donne  toutes  les  équations  de  condition  ne- 
ceflaires,  pour  qu’étant  multipliée  par  un  fccleur  varia- 
ble AI,  elle  puifl'e  devenir  une  différentielle  complette; 
il  faudra  prendre  pour  M une  fonêlion  generale  compo- 
fée  de  toutes  les  variables  de  |a  différentielle  propofée 
avec  des  coefficiens  & des  expofans  indéterminés,  qu’on 


déterminera  cnfuite  par  le  fecours  des  équations 
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(d.MB)  . {d.MA) (d.MC't  ^ 

dx  * dx.  dx  > di  ^ 


réduites  aux  équations  développées  - ^ —¥  — =? 

B{dM)^  M(dA)  A(dM) M(dC)  CjdM)^ 

d X dx  ^ d Z d Z ~ d*  dx  * 

&r.  Mais  il  feroit  inutile  d’employer  toutes  ces  équa- 
tions , dont  le  nombre  feroit  celui  des  différentes  ma- 
niérés, dont  les  lettres  jS,C,D,  Ô’c.  peuvent  être 
prifes  deux  a deux;  il  n’en  faudra  employer  que  le  nom- 
bre qui  efl  d’une  unité  moindre  que  celui  des  variables 
de  l’equation  propofée . 

Car  fl  l’equation  différentielle  Adx—^Bdjz-^Cdx 
=0,  qui  contient  trois  variables  eft  polTible,  elle  don- 
nera les  trois  équations 
(d.MC)  . {d.MB)  (W.MC) 


{d.MA) 

■iy  ■ 


{d.MB)_  (d.MA) 

dx  * à Z 


dz 


ou  deux  feulement  de  ces 


'équations  avec  la  troifieme  équation  de  condition 


— &c.  = o^  qui  eft  une  fuite  necef- 
lâire  des  trois  premières  (Art.  cccxxxvi.);  enforte  que 
deux  équations  quelconques  des  trois  — j- — dx~  > 


dz  dx  > dz  a y 

rement  la  troiûeme,  & qu’il  feroit  par  confequent  inu- 
tile 
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tile  d’employer  plus  de  deux  de  ces  trois  équations 
pour  déterminer  le  fa£leur  M, 

De  meme,  fi  l’cquation  dificrentielle  A d x—\-Bdy 
-^-Cdz-^Dduz=Oy  qui  contient  quatre  variables,  eft 

poflible , elle  donnera  fix  équations  ^ ^ ^ i 

d Z & trois  équations  de  ccKKÜtion  , 


comme 


B(4C) 

fix 


C(dB) 

dx 


— ’Ô'r.  =e,  qui  font 


chacune  une  fuite  necedaire  de  deux  des  autres  fix  e- 
quations,  enforte  qu’il  feroit  inutile  d’employer  plus  de 
trois  de  ces  fix  équations  pour  déterminer  le  fafleur  M. 
On  prouve  de  la  même  maniéré , que , fi  l’equation  dif- 
férentielle propofée  a cinq  variables , eft  poffible , on 
n’aura  befoln  que  de  quatre  équations  de  la  forme 

{4.  MA)  (4.  MB)  , . ,,  O 

— = — JJ— ^ pour  déterminer  Ikf,  « on  trouve 


en  general,  que  le  nombre  de  ces  fortes  d’équations  ne- 
celfaires  pour  déterminer  M,  eft  d’une  unité  moindre 
que  celui  des  variables  de  l’equation  propofée . 


CCCXLII. 


Quant  a la  forme  a donner  au  fafleur  M,  nous 
ne  connoîflbns  point  de  méthode  generale  pour  la 
trouver  ; mais  on  pourra  toujours  en  venir  a bout 
dans  les  cas  particuliers,  en  cftâyant,  comme  on  a fait 

E 
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(Art.  CCCXXXV.  ).  On  rcuiïlra  dans  un  grand  nombre 

de  cas  par  la  mctliode  fui  vante.  Il  faudra  prendre  pour 

JM  une  fraflion  ~ , dont  le  dénominateur  R foit  une 

fonflion  pofitive,  ou  fans  divifeur  variable,  d’un  degrc 
au  defliis  des  fcn£Hons  A,  B,C yD y CÜr’f.,  dans  laquelle 
foient  toutes  les  quantités,  dont  ces  fonfUons  font  com- 
pofées,  avec  des  coefiieiens  indéterminés.  Cette  réglé 
eft  fondée  fur  deux  remarques  qui  dérivent  de  la  diffé- 
rentiation des  quantités . On  obfcrvc  en  premier  lieu 
que  la  plufpart  des  fondions,  qui  n’ont  pas  un  certain 
faéleur  commun  a tous  leurs  termes , n’ont  pas  non 
plus  ce  même  faéleur  commun  a leurs  différentielles  ; 
d’où  l’on  conclut  que  dans  le  grand  nombre  de  cas, 
DU  cette  remarque  a lieu,  la  différentielle 
MBdy-^MCdz,-\-(D‘c.y  qui  a le  faéleur  commun  M 
a tous  fes  termes,  l’aura  auffi  a fou  intégrale,  que  nous 
defignerons  par  V-,  puifque,  fi  M n’etoit  point  un  fa- 
fleur  commun  a tous  les  termes  de  la  fonflion  il 
ne  feroit  pas  non  plus  un  fiifleur  commun  a tous  les 
termes  de  la  différentielle  dVy  ou  de  MAdx-^-MBdy 
•^MC  d z—h&c.  On  a remarqué  en  fécond  lieu,  que, 
fi  une  fonflion  a un  dénominateur  variable,  la  différen- 
tielle de  cette  fonflion  aura  auffi  un  dénominateur,  qui 
fera  un  multiple  de  celui  de  l’intégrale.  AJnfi  la  fon- 
flion -y  ayant  le  dénominateur  variable  /,  fa  diffé- 
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rcntlelle  ^ ^ a auflî  le  dénominateur  //  multiple 

de/.  Donc,  fi,  en  fuppofant  ces  deux  remarques,  on 

met  au  lieu  du  fafleur  iVfla  quantité  —,  dans  laquelle 

P & ^ font  deux  fonflions  pofitives;  P fera,  par  la 
première  remarque,  un  faéleur  commun  de  la  fon6Hon 

V,  dont  la  différentielle  dF=~Adx-¥^Bd/-^ 

P ^ ^ 

— C(/z-+ Û’c.,  & ^contiendra,  par  la  fécondé  remar- 
que,  le  dénominateur  de  la  fonélion  V,  Si  l’on  imagi- 

P P 

ne  donc  que  la  différentielle  —Adx-t‘—Bdf-+- 

— C(/s;-4-6‘f.  foit  divifée  par  fon  intégrale  P difpa- 

roitra  du  numérateur,  & ^ fe  divifera  par  le  dénomi- 
nateur de  l’intégrale,  de  maniéré,  qu’il  ne  refiera  après 
la  divifion,  qu’une  fonélion  R d’un  degré  de  plus,  que 
celui  de  Ay  B ^ C,  Ù’c.;  car  la  quantité 

J , qui  provient  de  cette  divifion  , 

efl  égalé  a ou  a la  différentielle  du  logarithme  de 

la  fonftion  cherchée  F,  & par  confequent  elle  doit  être 
d’un  degré  au  deflbus  de  l’unité  comme  dans  la  fraflion 

— - = — ; la  fonflion  F eft  d’un  degré  au  deffus  de 
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V y &C.  V d’un  degré  au  deflbus  de  V . Mais , par  ce 

que  ^ , ou  d.L.  F eft  la  din'érentielle  d’une  fonéHon 

JL  K,  il  s’enfuit  que  le  Theoreme  (Art.  cccxxxii.  ) 
a toujours  lieu,  Sc  qu’a  la  place  de  M on  peut  mettre 

^dans  les  équations  que  donne  ce  Theoreme,  R étant 

la  fonftion  pofitive  la  plus  generale  d’un  degré  d’une 
unité  de  plus  que  AyByCy  D,  (Fc,  avec  des  coefficiens 
indéterminés,  &,  s’il  y a des  radicaux  dans  AyByCy 
(Fc.y  il  faudra  aufli  qu’ils  entrent  dans  R en  fe  combi- 
nant avec  ityjfyXy(D'c,  de  toutes  les  maniérés  polTibles. 


Au  lieu 

donc  des 

équations 

M(dA)  A(dM)  ni(dB) 

djf  ày  H X 

B(dM)  M(dB)  B(dM^  M(dC)  C 

• dx 

^ d Z 

a Z 

dy 

dy 

en  mettant^ a la 

place  de 

My  & -41  a 

la  place  de 

dMy  on 

aura  les 

équations 

fuivantes 

dy 

A^dR) 

dy 

R{dB) 

B(dR), 

R(dB) 

B(,dR) R(dC') 

C(dR)  . 

dx 

~ dx  » 

d Z 

d Z dy 

dy  ^ 

fH*/*  . 

r rtn  aura 

.CdA)^  A(dM) 

J(dJi') 

V9  ^ CrdJ 

l Vil  «lUict 

«y 

Rdy  ^ dy 

RRdy  > 

M(dB)_ 

B{dM)_ 

- S(dR), 

1 AM  1 1 An  ^ 

dx 

“ Rdx  » ‘ 

^ dx  - 

~ R Rdx  » 

conicouçiiL 

(dA) 

A(dR) 

ÇdB)  B 

^ & en 

wi  1 it  ^1  ni  l’j  n r 

Rdj 

RRd^  

Rdx  R 

Rdx  y ^ 

Xn  U 1 Lip  JUdU  E 
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„ „ R(JA)  A(dR) A(rfB) 

tout  par  RR^  on  aura  —jj = -, 

S(JR)  O • r 

■ & ainfi  autres  équations. 


On  déterminera  par  le  fecours  de  ces  équations  les 
coefficiens  de  R,  & par  confequent  R même;  enfui  te  on 
intégrera  la  différentielle  complette  — ^ 

par  le  Problème  (Art.  cccxxxiii. ),  & après  avoir 
trouvé  cette  intégrale  on  l’egalera  a une  confiante,  ce 
qui  donnera  l’intégrale  cherchée.  Pour  éclaircir  cette 
méthode,  nous  allons  l’appliquer  a un  exemple. 


CCCXLIII. 


Soit  propofé  d’intégrer  l’equation  xdst-^hyd»-^ 
vjxd}t—¥njfdy—\-pdy=o^  ou  AdM—i-Bdp=zo  ^ en 
fàifant  A=x-^ky  ■,  8c  puifque  A 

8c  R font  des  fonélions  d’un  degré  de  »»  & de^',  il  faut, 
fuivant  la  méthode  precedente , prendre  pour  R la  fon- 
flion  generale  de  x ik  de/  de  deux  degrés  avec  les  coef- 

ficiens  indéterminés  & fuppofer  R = x*— h 


b»/-*-cx^e/*—i-f/—*-g;  on  aura  par  ces  fuppofitions 
— — TT—  bx-¥ie/-i-f,  -J7-  — 


ZX-i-Ù/  — t-C. 
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SubfHtuant  ces  quatre  quantités  dans  l’equatlon 

R(JA)  A(dR)  R{dB)  . B(dR) _ , 

-V; r. aura  les 


djf  dy 

valeurs  fuivantes 


I \ 

■m  bxy—'mnt—mey*  — mfy — mg 


R(dB) 
dx  — ■ 


•mx 


B {d  R)  1 -\-ml>xy-{-mcx 

Il  I » 2 W 

dx  -+2»*7H-2f  * 


-\rpl>y 

f t-awx/— 

Somtne..^_f.wj  —le  —f  —me  —¥pb  — 

C — b — 4-2/>  — ke  — mf  -^-pc 

équation  dans  laquelle  faifant  chaque  terme  =o,  on 
aura  fix  équations  du  premier  degré,  k~+m  — b = o y 
2»  — 2e  = o,  kc—f~i-zp^=-Oy  nb  — me  — ke  — o y 
nc-\-pb  — mf:=.o  y kg  — mg-^pc  = o y qui  donne- 
ront les  coefficiens  b = k~+»>y  , e = », 

«=-Æ.  6“<1“  f-l- 

ftituer  dans  la  valeur  de  Ry  ou  dans  x* -t- ^ x/ c * 
^&c.y  8c  enfui  te  celle  de  R étant  fublUtuce  dans 

on  aura 
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■H-+m)xy. 


A Bf  — H 


différentielle  qu’on  intégrera  par  le  Pro- 
blème (Art.  cccxxxiv. ),  & dont  l’intégrale  étant  e- 
galée  a une  confiante,  fera  l’equation  intégrale  de  la 

Pour  intégrer  la  différentielle  precedente,  ou 


fuivant  le  Problème  cité,  on  prendra  d’abord 

l’intégrale  du  premier  terme  en  traitant  la  feule  n 
comme  variable,  & y comme  confiante . Enfuite  on  pren- 
dra  l’intégrale  du  fécond  terme  , en  regardant  y 

feulement  comme  vari.ible  , & * comme  confiante , & 
on  retranchera  la  première  intégrale  de  la  fécondé;  ou 
bien,  après  avoir  trouvé  la  première  intégrale,  on  la 
différenciera  en  luppofant  / feule  variable,  & * con- 
fiante , & on  retranchera  cette  différentielle  de  , 

& on  fera  le  refie  , comme  il  eft  preferit  dans  le 
même  Problème. 

Or  fl  on  fuppofe  y confiante  dans  la  différentielle 
?c  qu’on  faffe  ky  — a^ 
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regardant  a.  b.  q comme  de* 

R xx^hx^q  ' O >71 

confiantes , & cette  difTérentlelle  étant  ratlonelle,  on 
l’intégrera  facilement  ( Part.  I.  Chap.  IV.  ) . 

Le  dénominateur  xx-^hx—'rq  a pour  fafleurs 

1-hh  — qy  & x-¥^h  — f/j-bb—q^ 

de  forte  qu’en  fuppofaiit  le  premier  fafleur  =*-+-r, 

& le  fécond  = x -t- r , la  difréremlelle  fera  à x 

efl  ^L.*-+r-+  — L.X-+-/ ; or  — — 

AA  — y — f-  i A — /«  , — ^ — 

2 % = ► 

^V'Lhh-i 

4 

— hh  — q——b-\-^  I 


1 — bh  — 1 


& = 


4 

ï-é  — 4 


* i i bh  — q 

4 

l-h  — a 
■bh  — q 


; donc  l’int^ra- 


s —hb  — q 

4 

le  precedente  fera  ^ 

4 ® 

^==) 

* ^ » 1/177-7' 


X 

X, 
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4* 


hb—q.  En  fubftituant  dans  cette 


intégrale  les  valeurs  de  a,  A,  elle  devient 


— 4" 


§ _ i-i-m 

h ' fv- 

ï /- 

zkm—M 

km  — t,r  —4'» 

/ - — »i—  - k 

-H-( r===== 

4» 

cette  quantité  étant  égalée  a une  confiante  fera  l’intégrale 
complette  de  l’equation  différentielle  propofée  (*— </*—♦* 
(^mx-*‘nj'-^-p)d/  = o;  car  fi  l’on  prend  fa  différen- 
tielle, & qu’on  l’egale  enfuite  a zéro,  on  retrouve  cet- 
te équation . 

Nous  avons  choifi  pour  exemple  cette  équation 
différentielle,  qu’on  voit  aifémcnt  être  la  plus  generale 
de  fon  degré.  Car  fi  l’on  avoit  propofée  l’equation 
(az-^b/—i-c)dz—¥‘(ez -+fy ’-*'g )dy=zo^  en  divi- 

fant  par//,  on  auroiteû 

Çy-¥-a-~'^dy  = o;  en  faifant  *— 4-y  = »f,  ou  « = * 

F 
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— & dz=zdx^  on  auroit  trouvé 

(-JX— )^/  = o , & en  fuppofant 

il*  f g ei 

— =^,  — = W7,  — =«,  =p%  on  auroïc 

{x-^k/)dx~+(mx-i-n/-+p)dj/z=o. 


CCCXLIV. 


Il  arrive  fouvent  que  les  équations  particulières 
font  connoître  aifcment  la  forme  du  multiplicateur 
cherché . Pour  le  faire  voir  nous  reprendrons  l’equation 

generale  de  condition 


M(d  A) 


A{dM) M{d  B) 


dj> 


d 3t 


; dans  laquelle  M reprefente  le  multiplicateur. 

Suppofons  là  différentielle  dM—Pdx-¥^y^  P 8c  ^ 
étant  des  fonélions  de  x & dej' , on  aura  (Art.  cccxxx.) 

(DM) — p.  j’qJ,  Pqq  voit,  en  fubfU- 

tuant  dans  l’equation  precedente,  que,  pour  rendre  une 

différentielle  complette,  il  faut  que  -*•  A 


M(dB) 

d X 


■BP y ou  bien 


BP-AQ  _(dA)  (dB)  , 
AI  dy  ~7T  » 


quelle  équation  fuffit  pour  déterminer  la  fonéUon  M 
dans  les  cas  particuliers.  Si  on  fuppofoit 
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on  aurolt  BP — A^=Oy  & par  confequent  P=o, 

= 0.  'Donc  P J c’eft  adiré  la  dif- 

férentielle de  M—Oy  d’on  il  s’enfuit  que  le  fafleur  M 
peut  être  l’unité,  ou  une  confiante  quelconque;  ce  qui 
e(l  le  cas  des  différentielles  complettes.  Il  efl  donc 
évident  que,  pour  rendre  une  différentielle  complette, 
il  ne  faut  que  fàtisfaire  a l’equation  de  condition  pre- 
cedente, & quoiqu’on  n’ait  pas  de  méthode  generale, 
comme  nous  l’avons  déjà  obfervé,  on  voit  cependant 
qu’on  pourra  toujours  trouver  ce  fâéleur,  fi  l’equation 
différentielle  n’efl  pas  abfurdc . Il  y a même  plufieurs 
cas,  dans  lefquels  cela  reuffit  facilement.  Tels  font  les 
cas  des  différentielles  homogènes,  & de  celles  dans  les- 
quelles une  des  variables  ne  paffe  pas  le  premier  de- 
gré. Nous  donnerons  un  Exemple  de  ces  dernieres,  & 
nous  traiterons  fort  au  long  dans  la  fuite  des  pre- 
mières. 


CCCXLV. 

Soit  l’equation  différentielle  pdx-+q yd 
=0,  dans  laquelle  defignent  des  fondions  dex, 

enforte  que  la  variable  / ne  paffe  point  le  premier  de- 
gré. Pour  rendre  cette  différentielle  complette,  on  la 

comparera  avec  la  forms  A y ce  qui  don- 
ne A—p-¥qyy  &5  = r;  d’ou  l’on  tire  = 
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~ ^aifant , comme  cy-devant , J M-=^ 

_ . _ , SP  — AO  dr 

Pdx-¥^âjr,  on  aura  — 3^7-^  = ^ — —=; 


, en  fubftltuant  a la  place  de  A.,  É 
leurs  valeurs.  Or  il  eft  aifé  de  trouver  le  fafleur  M 
par  le  moyen  de  cette  équation  ; car  — ^ étant  e* 
gai  a^— c’cft  a dire,  — 


on  voit  que,  9'— 57  étant  une  fon£lion  de  * feule- 
ment, par  la  nature  de  la  différentielle  propofée,  on 
peut  fuppofer  M égalé  a une  fonflion  de  x,  enforte 
que  ^devienne  =0,  & d M==:Pdxy  d’ou  l’on  a,  q — 


d T r f B J J r a JVl  -r,  tt  M ait  it 

dZ=Jry  ^ qdx-^dr=  Donc-7jj-=^ 


rdM 


dM 


_fdjt 


& en  intégrant  L.M=^S.^-~  — L. r;  donc  M=z 


1 5. 

- c ' , en  fuppolknt  e le  nombre , dont  le  logarithme 
hyperbolique  eft  l’unité  (Art.  xxxiv.).  Ce  faéleur  M 

rendra  la  différentielle  complette,  & fon  intégrale  fera 

)c  liL 

=C  confiante,  comme  on  le 

voit  en  retournant  a la  différentielle  par  les  réglés  de 
la  première  Partie . 
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On  pourra  de  la  même  maniéré  rendre  complette 
l’equation  différentielle  p/"  avec 

les  mêmes  conditions,  que  dans  la  precedente,  c’eff  a 
dire,  en  fuppoiànt  ^,^,r  des  fonélions  de  m feule.  Car 
alors  on  auroit  A^p/”  8iB=r;  d’où  l’on  tire 

^•^^  = npp  *-4-^,  = Donc  en  fuppofant. 


comme  cy-devant, 
:a 


dM-=zPdx~¥^yy  on  aura 
npy  — Soit  M=(py  , 


9 étant  une  fonflion  de  m feulement,  on  aura  P=z 

«I  ^ ^ 

& en  fubffituant  ces  valeurs". 


on  trouve  l’equation  * — mq-=.npy  * 

Or,  pour  faire  ufage  de  cette  équation,  il 


faut  faire  » = • — »»,  elle  fe  change  en  celle<y^^=s 
ou  bien 

intégrant,  comme  cy-devant,  9 = , 

Donc,  a caufe  de  »=—»»,  le  faéleur  M=<fy’”  de- 
vient = ‘ ^ & l’intégrale  ^ ^ 


— )=:C. 
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Si  on  fait  dans  cette  intégrale  n—Oy  on  la  réduit 

au  cas  precedent.  Si  »=:i,  la  dincrentielle  devient 
fyd»t-^qydx-^rày=.Oy  &,  a caufe  de  i — 
le  faéleur  fera  & l’equation  eft  réduite  a cette  for- 

me  dont  l’intégrale 

L.y  — Cy  comme  il  eft  évident.  Au  refte  on  pourroit 

réduire  ailément  la  diflerentielle  py”  J x-t-qy  d x—^rdy 
= 0 a la  forme  pd x—¥qy  d x—^rdy . Il  ne  faut  pour 

cela  que  divifer  par/*,  on  auroit  pdx-¥qy'~~”dx-^- 

ry~~” dy  — o y &,  en  faifant  /*“*=*,  on  auroit  (i— 

ti)y~~”dy=^dzy  & l’equation  devient  pdx-^qzdx-t- 

^^r</z=o,  qui  a la  même  forme  que  la  precedente. 

CCCXLVI. 

On  peut  quelquefois  fimplifier  les  méthodes  prece- 
dentes, en  partageant  la  différentielle  en  plufieurs  par- 
ties intégrables  feparément.  Soit,  par  exemple,  l’equa- 

tion  Xy''  dy-^Xy^~*^^d  x—^X"y^  dx-=zoy  dans  laquelle 
XyX'yX"  font  des  fonélions  quelconques  de  *,  & ^,r 
des  expofans  quelconques.  On  éprouvera  d’abord  le  fa- 

fteur  P y”  y P eunt  une  fonélion  de  k,  & » un  expo- 
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Tant  indéterminé,  & pour  une  plus  grande  facilité  on 
fuppofera  »= — r,  enforte  que  le  faéleur  devienne 

Py~’\  on  voit  qu’il  fuffira  de  divifer  la  différentielle 

propofée  par  & de  confiderer  P comme  le  fafleur. 
En  divilànt  de  plus  par  X,  & defignant  par  les 

quotiens  ^ ^ ^ différentielle  devient , en  la  multi* 


pliant  par  le  lâéleur  du 

^Pd x~o.  Of,  fl  P efl  une  fonflion  de  il  eft 
évident  que  j^P  le  fera  aufli,  & que  S.^Pdx  fe  re» 
duit  a une  intégrale  d’une  feule  variable. 

Il  ne  fiut  donc  plus  que  rendre  complette  la  dif- 
férentielle P/^~^ djr-¥^JPjf‘^~''~*‘^d»i  or  il  faut  pour 


ceU 


') 


c’eft  a dire, 


- — =(q — '<^Pi  d’ou  l’on  tire  ^ 

= (q — & en  intégrant  L.P=zS.(q—r 
~^i)^dx  = S.(q  — i)  ^d  X.  L.e  . Donc  P = 

^ gj  ç(j  fubftituant  cette  valeur  de  P 


• f ^ ^ ^ 1 

dans  l’equation  réduite,  on  aura  l’intégrale  X 

e^- ^ î î î “ ' 1 ) . y.  </ * = C , 
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CCCXLVII. 

Nous  éclaircirons  les  méthodes  precedentes  par 
l'exemple  d’une  différentielle  a trois  variables.  Soient 
propofées  les  équations 

= 0 J kd x~-i-dd/-^(b’x-^cj/) tdT:=:^o  y dans  lef- 
quelles  »,  /,  / font  trois  variables,  & T une  fonélion 
quelconque  de  >,  les  autres  quantités  étant  des  con- 
Aantes.  On  multipliera  l’une  des  deux  équations,  par 
exemple,  la  première,  par  un  coefficient  indéterminé, 
& conffant  g,  8c  l’ayant  ajoutée  ainfi  a la  fécondé,  on 
multipliera  le  tout  par  un  faéleur  P,  qu’on  fuppofe 
être  une  fonflion  de  r;  l’equation  deviendra  (^P-t- 
kP)dx-^(gaP-^-dP')d/-¥-^(gbP—¥b'P)x—*- 
(^gcP-¥cP)jfyTdt  = o.  Suppofons  maintenant 
que  cette  équation  foit  une  différentielle  complette, 
pn  aura 

J J(gP-t-JkP)  ^ Jr(xiP~+i'P)X-+(gfP-,./P)y] 
dt  dx 

JJ  jgxP-t.x‘P)_  d[(giP~^.i'P)x-+(gcP-,.e■P)^] 

TTT  d{,f,.P^JP) 

d,  — dx 

P étant  par  la  fuppofition  une  fonflion  de  r,  qu’on  re- 
garde comme  conilante  dans  la  troifieme  équation,  il 

eft 
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eft  clair  que  cette  equatioa  fe  réduit  a o = o,  puifque 

dp -=10.  mais  les  deux  autres  donnent  = 

' a t 

igb-^b')P^  & =(gc-*-c)P;  doit  l’on 


tire 


JP 


e b —+•  b'  \ .y  JP  PC -+  e*  J ft 

— & -Tp=  oc  ea  e«»a- 


I JP 

lant  ces  deux  valeurs  de  -j-,  & divifant  par  dr,  on 


~ > équation  du  fécond  degré,  qui 

donnera  deux  valeurs  de  qu’on  pourra  par  confe- 
quent  regarder  comme  connue.  Or,  g étant  donnée, 

on  connoitra  P;  car  lequauon  ''g-k^T  ^ 

= . Donc  l’equation  différentielle  (g  P-H»^ P)  X 

d X"\-{ga  P dp  t-^(giP— t-i'P)x— t-(gcP 

— <-cP)/^Td/-  = o eft  complette , & fon  intégrale 
cfl  {gP-^kP)!(-+{g/tP-¥dP)y  — C.^  en  fuppofmt 
que  g defigne  une  valeur  de  g trouvée  par  l’equatiun 
du  fécond  degré.  On  auroit  de  même  l’intégrale  pour 
une  fécondé  valeur  de  g donnée  par  la  même  équation, 

CCCXLVIII. 


Remarqjje.  Nous  avons  déjà  obfervé  dans  la  re- 
marque qui  termine  le  premier  Chapitre  Part.  I.^ 

G 
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qu’ayant  trouvé  un  faiseur  M qui  rende  une  difiTéren- 
tielle  complette,  on  peut  trouver  une  infinité  d’autres 
facteurs,  qui  fatisferont  aux  conditions  d’intégrabilité.  » 

Car,  puifque  la  différeutielle  M{A dx-\-B djf)  eft  in- 
tégrable, par  fuppofition,  foit  *,  fonflion  de  x,  & de 
/,  égalé  a l'intégrale  de  cette  différentielle  & de  plus 
foit  Z une  fon£lion  quelconque  de  *;  il  cil  clair  que 
Zt/z  eft  intégrable,  & par  confequent  aulTi  MZ{Adtt 
Bd/)=Z dz  fera  intégrable;  donc,  fi  l’on  trouve 
un  fafleur  iVf,  qui  rende  complette  la  différentielle 
Adx-*-Bd/y  on  en  pourra  trouver  une  infinité  d’autres 
MZ,  prenant  pour  Z une  fonflion  quelconque  de  l'in- 
tégrale S.M{Ad x-^Bdy) , Il  faut  obferver  qu’il  efl 
quelque  fois  très-commode  de  partager  une  équation 
différentielle  en  plufieurs  parties , & d’examiner  fi  on 
peut  les  rendre  complcttes  feparément  par  un  fafleur 
commun,  car  alors  l’intégrale  pourra  devenir  très-aifée. 

Soit,  par  exemple,  la  différentielle  ay  dx-^^xdy 

7»“  '^y'dx-^i'M^y~'dy  — Oy  que  nous  partageons  en 

deux  parties  ay  d x-\-0 xdy  , & yx^~“'y'dx—*‘ 

J'  y ~ * dy  ; nous  avons  démontré  dans  la  remar- 
que citée  , que  la  première  partie  devenoit  com- 
plette par  le  faéleur  x'”’~'y^’’  *,  & la  féconde 

]|irtie  par  le  faéleur  x^’”~~^y‘’‘~’ , n 8c.  m étant  des 
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quantités  indéterminées , on  pourra , pour  égaler  les  fa- 
veurs, fuppofer 

...  1.  . ym  — M-+t  tm  — r-»-i  „ 

•—r J d OU  Ion  ure  » = ; = j , « 

par  conlequent  m=  •t—ffr > Scn=^ 

jk— y-t-*  . fubfUtuant  ces  valeurs  de  m , n , on  aura 

un  fâéleur  commun,  & la  différentielle  fera  complet- 

te  , dont  l’intégrale  “ ”’■=€.  Il  feroit 

inutile  d’expliquer  icy  les  différens  cas  de  cette  intégra- 
le. Il  fuffit  d’obferver  qu’elle  eft  algébrique,  lorfque  m 
Sc  n font  des  quantités  réelles.  Cette  méthode  de  fepa- 
rer  les  différentielles  abrégé  beaucoup  les  calculs.  Au 
refte  il  faut  remarquer  qu’une  différentielle  totale  mul- 
tipliée par  un  faéleur  devient  très-fouvent  complette , 
quoiqu’aucune  partie  de  cette  différentielle  ne  puiffe 
être  complettée  feparement. 
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CHAPITRE  IL 

De  la  méthode  de  M,  Neivton  pour  intégrer  par 
les  fériés  les  équations  différentielles  a plujieurs  - 
variables  mHt'es  ac,  y,  (3‘c.y  lorfque  ces 
équations  ne  contiennent  que  les  premières 
différences  dx  ^ dy  ^ (S‘c, , 

ou  leurs  produits . 

C C C X L I X. 

T méthode  que  nous  allons  expliquer  , Sc 

qu’on  trouve  dans  le  Traité  De  la  Merhode  des  Flu- 

nions  Û*  des  ferics  infinies , fuppofe  la  théorie  des  fui- 
tes, telle  qu’on  la  trouve  dans  ce  célébré  Auteur,  & 
dans  tous  les  bons  Ouvrages  d’ Algèbre.  Car  première- 
ment , fl  l’cq nation  différentielle,  qu’on  fe  propofe  d’in- 
tégrer par  cette  méthode  , contient  des  fraélions  dont 
les  dénominateurs  foient  des  quantités  variables  & com- 

i J. 

plexes , comme  — » il  faut  réduire 

I H-**  — î* 

ces  fraftions  en  fuites  infinies  de  termes  fimples,  par  la 
divifion  continuée  a l’infini,  & écrire  la  fuite  i— x* 
if (Ijc.  au  lieu  de  la  fraclion  -,  : la 

1 M 
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IL  L 

fuite  2**  — 2*— — I "73*^  &c. 


53 


au  lieu  de  la  fra£Hon  ■ 


•,  & ainfi  des  autres.  De 


1-+»  — î* 

même  fi  i’equation  diff(frentielle  propofée  contient  des 
radicaux  de  quantités  variables  & complexes,  comme 

y aa-i-xxy  f/ , il  faut  les  réduire  pur  l’extra- 


élion  des  racines  continuée,  ou  par  le  binôme  de  M. 
Newton,  ou  par  les  autres  méthodes  connùes  a des 
fuites  infinies  de  termes  fimples  , & écrire  la  ferie 


infinie 

^-4-  — 

ït  »’* 

1024»'* 

L»  y < 

74” 

11»’* 

*56»’ 

1024*“ 

«a* 


4 ,« 

¥ 


S * 


.8 


l6n^  izSa^ 

J 


-+--2J 


256  <»’ 


6*î  Ii8x^ 


ferle  infinie  i — b k'  ^ -¥  •¥  &C4 

t O 10 


1 

-♦•—4 

2 

“-t-“  X h 
4 

16 

— 

— \a^b 

16 

16 

au  Ueu  de 

^ 1—4»* 
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Enfin  il  arrive  fouvent  dans  i’ufage  de  cette  mé- 
thode, qu’on  a befoin  de  trouver  en  fuites  infinies  de 
termes  fimples  les  racines  des  équations  affe£lées  de 
toutes  fortes  de  degrés;  par  exemple  la  racine  y de 


l’equation  affeélée  du  troifieme  degré -4- 
— qu’on  trouve  par  les  méthodes  con- 

nûes  a l’in, 

fini  ; ou  la  racine  y de  l’equation  affeélée  du  onzième 

. ? sV  I t/  - * î 

»8  I 4“^  1151  ^ 11* 


^ -J -H-/ — * =0  , 


40 


qu’on  trouve  = » — "ï  lîô  ' 


J 040 


Il  faut  remarquer,  qu’on  ne  donne  icy  le  nom  de 
quantités  composiesy  qu’a  celles  qui  le  font  par  rapport 
aux  variables,  & qu’on  appelle  ftmples  toutes  les  quan- 
tités qui  ne  font  compofées,  que  par  rapport  aux  con- 
tantes, qu’elles  renferment,  par  ce  qu’on  peut  les  ré- 
duire a des  quantités  fimples,  en  les  fuppofant  égalés  a 

quelque  confiante.  Ainfi  les  quantité  — , 


^ y aK’~^b)i  , &c.  font  regardées 

mx-¥ox  ' sxx^bux  ' ' ° 

comme  fimples , par  ce  qu’on  • peut  les  réduire  aux 
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1 1 

quantités  fimplcs  7 » 7 > 77,  , TT»  , 

en  fuppofanc  a-^-b~e. 

CCCL. 

Lorfque  l’equation  différentielle  propofée  ne  contient 
que  deux  variables  & / avec  les  premières  différen- 
ces dx  & df^  ou  leurs  produits  quelconques  d**,  d/*, 

dx^,  d/%  dxd)fy  dx*d/,  (ÿc;  fi  on  veut  l’intégrer 
par  la  méthode  fuivante,  il  faudra  la  dif^fer  de  ma- 
niéré, qu’on  ait  d’un  côté  du  figne  d’égalité  la  raifon 

, ou  ^ , & de  l’autre  côté  la  valeur  de  cette  raifon 

exprimée  par  une  fuite  finie , ou  infinie  de  termes  Am- 
ples; ce  qu’on  pourra  toujours  faire  par  l’Article  prece- 
dent, comme  nous  allons  le  voir  dans  les  exemples 
fui  vans . 

Soit  propofée  l’equation  différentielle  ad/-—xd/ 
tfdx-4-xdx— /dx  = o,  on  la  réduit  d’abord  a l’e- 

quation  i -t- , ou  a l’equation 
Dans  le  premier  cas  le  dénominateur  a — x de  la  fra- 
flion  étant  une  quantité  variable,  & complexe,  on 
réduit  cette  fraélion  a la  ferie  infinie  de  termes  Amples 


5<5  Elemevs  du  Calcul  Intégral 
J!  _+ 12’ iLi.  -+•  — (3‘c..  d’ou  l’on  tire  ^ = i -t-  ^ 

m 4*  ^ 

""  a*  a* 

Mais,  fl  on  examine  l’equation  différentielle  pro- 
pofée,  on  trouve  par  les  méthodes  du  Chapitre  prece- 
dent, que  la  différentielle  ady-~~xdy-—ad)>-*‘xdx  — 

j/dx  cd  complctte,  & que  fon  intégrale  eff-j«*  — 

. Il  feroit  donc  inutile  dans  ce  cas  de  cher- 
cher l’intégrale  par  une  fuite  infinie. 

Si  l’equation  propofée  eft  d/*  =dxd/~-*- x'dx*  y 

en  la  divifant  par  </«*,  on  aura  d’abord  ^ 

d X 

J f * 

w*,  ou  z*  = z-4-**,  en  fuppofant  jj=*,  & en  ti- 
rant la  racine  z de  cette  équation,  on  trouve  a 
g/  1-^xx.  Or  I/'  1-4-* x=-^ -t-*x  — 

2x^— ^x^ -*-i  4.x'°&c,  Donc  en  fubftituant  cette  fuite 
infinie  de  termes  Amples  au  lieu  de  f/  L-^x~x , on  aura 

I — 4-xx-^*'^— t- 2 5 X®  — 1 4*'°  Ô*f. , ou 

— x^f-t-x^— 2»^-+-5x®— I4x‘°  eÿf.,  félon  qu’on 

ajoute- 
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ajoutera  ^ a Ÿ»  qu’on  l’en  fouftraira.  On 

voit  de  plus  qu’en  multipliant  par  dx  l’equation 


•XX, 


0°  ^ura  dy  z=z^  d X -+ d X f/~^- 
8c  y en  prenant  les  intégrales  de  côte  & d’autre, 
x^  S,  d X 

J — 4 


•XX, 


Si  l’equarion  propofée  «toit  dy^ —^axdx^ dy—^ 
aadx'dy—x^  dx^ —~ia^  dx^  =zzo~\  en  divUiint  toute 


l’equation  par  on  auroit 


axd  y 


a a d Y 


dxi 


d X 


J i— 


J 


H* 


i. 


X — za  z=zo  y OU  a »-/»«»  — x — za  z=zoÿ 

en  fuppofant  -^=:z,  & en  tirant  la  racine  % de  cet- 
te équation  affeflée  du  troifieme  degré,  on  trouve  z=s 


-LLLi 


♦■■71 — rO’c.  , comme 


•>*  4 <54<»  S»*"-»  16584.1 

nous  l’avons  déjà  dit  (Art.  cccxLix.). 


CCCLI. 


Partout  où  fe  trouvera  le  rapport  ou  ^ des 
premières  différences  des  deux  variables  x 8c y y pour  diftin- 
guer  plus  facilement  une  de  ces  variables  de  l’autre,  nous 

H 
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nommerons  rduii'ues  la  variable  & fa  différentiel- 

le qui  feront  dans  le  numérateur  de  la  fraflion , qui  ex- 
prime ce  rapport , & nous  appellerons  ^amircs  corrclati- 
•ves  l’autre  variable  & fà  différentielle , qui  feront  dans  le 
dénominateur  de  la  même  fraRion.  Ainfi  dans  le  rap- 
port ou  dans  la  fraélion  ^ y Sc  dy  font  des  quanti- 
tés relatives,  x 8c  dx  des  quantités  corrélatives,  au 
contraire  dans  la  fraélion  jj»  * 8c  dx  font  des  quan- 
tités relatives,/'  8c  d y des  correlativeSé 

cccLir. 

Tous  ces  préliminaires  fupposés,  on  peut  réduire  les  e- 
quations  différentielles,  dont  il  efl  icy  quefHon,  a trois 
efpeccs,  ou  a trois  claffes.  La  première  claffe  comprend  les 
équations  différentielles  a deux  variables  * &/,  rnais  qui 
ne  contiennent  que  l’une  de  ces  deux  variables  finies  x , 
ou  / avec  leurs  premières  difiérences  dx  8c  dy^  elevées  a 
telles  puiffances,  ou  produits  qu’on  voudra.  On  peut 
reprefenter  toutes  les  équations  de  cette  claffe  par  cette 

forme  Adx”'^Bdy"'  —i-Cd*’’dy™~”-¥Ddx^dy”'~^ 
-+-6*’f.=o,  en  fuppofant  que  (D’à.  font 

des  fondions  de  confiantes,  8c  de  la  feule  variable  Jt, 
ou  y qui  fe  trouve  dans  l’equation,  8c  que  les  expo- 
firns  — p font  des  nombres  entiers  & 
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pofitifs.  La  fécondé  clafle  eft  pour  les  équations  dlfîe- 
rcntielles,  qui  contiennent  deux  variables  finies  avec 
leurs  premières  différences  elevées  a telles  puiffances  ou 
produits  qu’on  voudra.  On  peut  auffi  reprcfenter  toutes 

les  équations  de  cette  claffe  par  la  forme  AJx”-+- 

B d y — 4-C  dx” d y ”-^Ddx  dy  t-  &c.  = en 

fuppofànt  que  A^ByC^Dy&c.  font  des  fonflions  de 
K y de/,  & de  confiantes,  8c  les  expofàns  des  nombres 
entiers  8c  pofitifs.  La  troifieme  claffe  renferme  toutes 
les  équations  différentielles , qui  contiennent  plus  de 
deux  variables  avec  leurs  premières  différences  elevées 
a des  puifl'ances  ou  produits  quelconques. 

CCCLIII. 

PROBLEME  I.  Trouver  les  intégrales  des  équa- 
tions différentielles  de  la  première  claffe. 

Solution.  Prenez  pour  quantité  corrélative  celle 
des  deux  variables,  qui  efi  la  feule  finie  dans  l’equation 
pVopofée,  8c  dilpofez  cette  équation  de  maniéré,  que 
vous  ayez  d’un  côté  la  raifon  de  la  différence  de  l’autre 
variable  a la  différence  de  celle-<y,  8c  de  l’autre  côté 
la  valeur  de  cette  raifon  exprimée  par  une  fuite  de 
termes  fimples  (Art.  CCCL.).  Multipliez  cette  valeur 
ou  cette  fuite  par  la  variable  corrélative;  enfuite  divi- 
fez  chaque  terme  fimple  de  ce  produit  par  l’expofant 
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de  la  variable  corrélative  dans  ce  terme;  ce  qui  refuî- 

tera  de  cette  operation  fera  l’intégrale  de  la  variable 

relative.  Ainfi  l’equation  propofée  étant  (• 

K^d  X*  , on  prendra  pour  quantité  corrélative  la  variable 
K,  qui  cil  la  feule  finie  dans  cette  équation,  on  la 

réduira  (Art.  cccL.)  a la  forme  ^ = t-xx — x'^— h 

2 x^  ; 011  multipliera  cette  fuite  par  x,  & on  aura 

le  produit  x— +-x^ — x^— l-ax^  &c. enfuite  divifant 
chaque  terme  fimple  de  ce  produit  par  l’expofaut  de  x 

dans  ce  terme,  on  trouve  ïï'f.  Cette 

’ >557 

fuite  fera  l’intégrale  de  c’eft  a dire , / = x — ^ 


Démonstration.  Püifque  ^=i-4-xx — x+-t- 

2x^  Cÿf.,  en  multipliant  de  côté  Sc  d'autre  par  <^x,  on 

aura  dy=zdx-¥x'dx—x^dx-^zx^dx&c.^  8c  en  in- 
tégrant de  côté  & d’autre,  on  aura  l’intégrale  de  <//, 

ou  / égalé  a l’intégrale  de  toute  la  fuite  dx-hx^dx  — 

x'^dx^ix^ dx&c.  Or  on  trouve  cette  intégrale,  en 
}iuégr,int  chaque  terme  en  particulier  fuivant  la  réglé 
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generale  3'. c’eft  a dire,  en  multipliant 

dans  chaque  terme  le  coefficient  confiant  ou  variable 
de  par  & divifant  ce  produit  par  l’expofant  de 
M dans  ce  terme.  Ainfi  on  trouve  S.dxy  en  multipliant 
I par  X,  pour  avoir  le  produit  x,  & en  divifant  ce 

produit  par  i expofant  de  x*  ; & de  même  S'.xVx^ 

jfî 

-jî  en  multipliant  x par  x,  & divifant  ce  produit  par 


l’expodint  3 de  x dans  x’ , Sc  ainfi  des  .autres;  d’oà 
l'on  voit  que  dans  la  folution  du  Problème  on  na  fait 
que  fuivre  les  réglés  generales  d’intégration.  C.J^F.D. 

Nous  ajouterons  icy  quelques  autres  exemples  de 
cette  folution . 


Si  l’equation  propofee  cfi  '^  = a- 


on  trouvera  y=ax 1 — — 

i*""  ’ 8 ipi. 


6 ^ a ^ 

h * I ^ 

1 O 4 


6*f.  de  même  fi  l’equation  etoit  ^ = — t-  — -+ 

“*  **  _i 

. « * 

i I i 

I __  — J — I “7  X 

* — * “•*  —*•  a X — 4-x  , on  trouvera  f =3 


2 J 

-~-+-7-»-2<ïX*-4--X*. 

I X*  » s 
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1»  • d X ibhc 

Si  on  a 1 équation  = ■ -4- 


vera  ;?  = • 


E bbi 

f'a 
^bbc 


ay 

1 


iX/  ibbc  % îvv  1 

* Z»/-4-r/  = — 7 — V y y^c  on  trou. 

y a ** 


^ -+-|  ; puifquî 

- V ^ 

t 

la  valeur  de  ~ , ou  la  fuite  ~My  * — t-  — t* 

I 

étant  multipliée  par  la  corrélative  y devient 

_i.  i_ 

yi>-\rc , & en  divifant  cha- 
que  terme  de  cette  fuite  par  l’expofant  de  y dans  ce 
terme,  on  trouve  * = — k--2L 


I 

2 % 


a^b 


y y* 


f/x 


X 

De  la  même  façon  l’equation  ■^=z’  donne  y =:, 

1 

5,  - 

î }.  dy ab  y -i»bx*  • i< 

-*  , ^ donne  y — — ; mais  1 équation 

f x’ 

^ = 7 donne / = car,  fi  on  multiplie-^  par  x. 
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le  produit  fera  tf,  ou  /i**,  & fi  on  divife  par  l’expo- 
ûnt  de  * dans  rf,  ou  dans  j le  quotient  fera , 
quantité  infinie,  qui  doit  ctre  la  valeur  de  /. 
CCCLIV. 


Quand  on  trouvera  dans  la  valeur  du  rapport  y- 


un  terme  fimple,  corne  ou  une  fra£Hon  dont  le  dé- 
nominateur eft  la  variable  corrélative  d’une  feule  di- 
menfion,  on  pourra  intégrer  ce  terme  par  les  loga- 
rithmes hyperboliques  puifque  S.  ou  bien 


ayant  fuppofé  la  variable  corrélative  » égalé  a la  fom- 
me  ou  a la  différence  d’une  autre  variable  z,  & d’une 
confiante  c prlfe  a volonté  , on  fubftitucra  cette  fom- 
me,  ou  cette  différence  au  lieu  de  *,  & <^z  au  lieu  de 


Par  exemple,  fi  l’équation  efi  ^ = , on  aura  dy 

= y~aL.x ; ou  bien,  ayant  fuppofé 
on  aura  t/x=:</z,  - = _ 
. il  — iz j; . .115  O 

c ^ & 


par  la  folution  du  Problème 


2ce 


+ 


je 
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Û*f.  On  pourra  enfuite  remettre  x — c au  lieu 

4c'‘ 

de  s dans  cette  valeur  de  /. 

Si  l’equadoii  propofce  etoit  — «vJ 

üu  h 3 rfx— -xxdx,  en  fe  fervant  des  loga- 

rithmes hyperboliques  on  auroit  j/  — zL.x-i-^x  — 

— x^ , ou  bien  en  fubfUtuant  i a au  lieu  de  x , on 

î . 

auroit  *^3  — (i"***)*>  ^ reduifant 

par  la  diviiion  la  fraflion  t^tT  en  ferie  infinie  z — 
2 »— H 2 zz  — 2 »*-+■  2 , on  trouveroit  -^=4 

— 4 Z-+-Z  Z — 2 Z*— t- 2 z'^Ô'c. , & par  la  folution  du 

problème  ^ = 4Z  — 2zz— t-yz^ hs;*_4.ia^  &C. 

T 1 

Si  l’equation  etoit  77  = » *-+-x~‘ — x‘,  ou 

1 T 

dx  — x*dx,  en  intégrant  de  cô- 

1,  i_ 

té  & d’autre , on  auroit  »'  = 2x*-+-£,.x ^x*  . 

Mais  fl  on  vouloit  fubftituer  1 — z pour  x,  Sc  —dx 

pour  dxj  on  auroit  = z)  ’r+C *“"*)”* 
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— (i— ou  ^=- 


l Z 


Or  le  terme  -7^7  donne  par  la  divifion  la  ferle  infi- 
nie I —fa— »-**—♦-**  Ô’f.;  le  terme  i — a donne 
par  l’extrafUon  de  la  racine  la  ferle  i— 

Sc  le  terme  * = 

ïû  ^ i/.  - , * 


l — S 


I 1 1 3 .■ 

1 — — 2 — — 2 2 — — 2’ 

» 8 16 


donne  par  la  divifion  i— ^ 
fuivant  la  folution  du  Problème  /=:  — a — aa— — a* 


ZX 


cecLV. 

On  peut  refoudre  le  même  Problème  par  une  au- 
tre méthode  generale  alfez  facile , & qui  n’eft  qu’un 
Corollaire  de  ce  que  nous  venons  de  dire.  Soit  pro- 
pofé  d’intégrer  l’equation  différentielle  a deux  variables 
Adx”—¥Bdy"—^Cdx'dy”  dy”*  t-O’r. 

= 0,  dans  laquelle  B y C,  D,  CTc.  font  des  fon- 
dions de  confiantes  & de  la  feule  variable  x,  & les 
expofans  »»,  »,  />,  m — »,  Û’c.  des  nombres  entiers 
pofitifs.  On  prend  pour  cela  une  troifieme  variable  a 

I 
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qu’on  fuppofe  d’où  l’on  tire  d/=zzdx;  d/”’^ 

z’^dx”’;  d^”’-’’  = z”’-’’dx’”-'';  <//'-/*= 2’” X 
dx'^^’y  &c.  On  fubftitue  ces  valeurs  au  lieu  de  d/”, 
dy"~”y  ‘J^ns  l’equation  propofée,  & on 

la  cliange  en  Adx”'—^Bz’dx"'—^C^ 

Dt^~^ d x"  -¥&c.  — o y qu’on  divife  par  le  fafleur 

commun  dx".  Le  quotient  eft  B a””  — C a”  “ 

-+-Da’”~^-+Ô'c.  = £>,  équation  a deux  variables  x,  z; 
puifque  A y B,  Cy  D,  &'c.  ne  contiennent  que  la  va- 
riable X avec  des  confiantes.  On  trouvera  donc  par 
cette  équation  la  valeur  de  a en  x,  & en  confiantes. 
On  fubflituera  cette  valeur  au  lieu  de  a dans  zdxy 
qui  deviendra  par  cette  fubîlitution  une  différentielle 
d’une  feule  variable  x;  on  l’intégrera  donc  par  les  mé- 
thodes de  la  première  panie , & fon  intégrale  fera  éga- 
lé a/,  puifque  zd xz=df. 

Suppofons  qu’on  veüille  intégrer  l’eq nation  Adx* 
•^Bdy'-¥Cdxdy  — Oy  on  aura  dans  l’equation  gene- 
rale D = Oy  m = 2y  n = I y & en  faifant  z~  — y on 

trouvera  A-^-Bz^~*-Cz  — o y ou  a*— 1--^= — — , 
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d OU  Ion  tire  z = z — ^ \ a y^xd k":=z 

% ts  * ^ 

— Cdx^Jx^'CC  — 4^S  ^ f.  Cdx  , 

xU  ' ' ' X B 

J'.  conftante . 

Si  on  fuppofe  de  plus  A—b^  C=za^  5 = -^*» 
par  confequent  = & CC  — ^AB  = aa — ibx^ 

on  aura  d/  — — g g — zbx^  &,  en  inté- 

grant de  part  & d’autre  y=.^  confiante  — aL.x-^ 

S.  ^ aa — aTx.  Ot  S.^  t/^ aa — 2^*  = 2 i^aa — ibx 

■H- L.  ( Art.  Li.  ) . Donc  y=.0rl: 

2 V aa — X — aL.x^aJ^^  — ^''"ï  ^ , en  pre- 

l^aa  — î ^ X— f « 

nant  les  logarithmes  hyperboliques. 

CCGLVI. 

PROBLEME  II.  Trouver  par  les  fériés  les  inté- 
grales des  équations  différentielles  de  la  fécondé  claffe,  - 
ou  de  celles  qui  contiennent  les  deux  variables  finies  x 
& / , avec  leurs  premières  différences  dx  Sc  d/  elevées 
a quelques  puiffances  ou  produits  que  ce  foit. 

Solution.  i.°  Il  faut  réduire  l’equation  propo- 
fée  a la  forme  prefcritte , en  mettant  d’un  côté  du 
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figne  cl’egalité  le  rapport  > ou  des  premières  dif^ 

ferences , & de  l’autre  cô' j la  valeur  de  ce  rapport  ex- 
primée par  une  fuite  finie,  ou  infinie  de  termes  fim- 
ples  ( Art.  CCCL.  ) . Par  exemple , fi  l’equation  propo- 
fee  eft  dj/  = àx  — » — »-/ dx-¥xxdx-^xj/dx^  il 

faudra  la  réduire  a la  forme  -^=1  — 3*-4-/-+x« 
—hx/,  en  divifant  par  dx. 

z.°  L’equation  étant  ainfi  préparée,  on  difpofera 
fes  termes  fuivant  les  dimenfions  des  deux  variables  x, 
& / , mettant  en  premier  lieu  ceux  qui  ne  font  point 
afTeélés  de  la  variable  relative,  enfuite  ceux  où  cette 
variable  fe  trouve.  Ainfi  dans  l’exemple  propofé  on 

écrira  — 3 x x x -+-/ -h- x/ , mettant  en  pre- 

mier lieu  les  termes  i— »-3x—»-xx,  dans  lefquels  la 
variable  relative  / ne  fe  trouve  point,  3c  rangeant  ces 
termes  fuivant  les  dimenfions  de  la  corrélative  x dans 
chaque  terme;  plaçant  enfuite  les  termes /-+x/,  ou 
la  relative  y fe  rencontre,  & en  commençant  par 
ceux,  où  les  dimenfions  font  les  plus  petites. 

3.®  Ayant  décrit  un  reflangle  ABDCy  8c  l’a- 
yant divifé , comme  on  le  voit  ( Fig.  i.  ) par  des  li- 
gnes horifontales  £F,  Z,7lf,  & par  la  verticale 

K Hy  écrivez  dans  le  reélangle  horifontal  KBFR  la 
fuite  des  termes , ou  la  variable  relative  ne  fe  trouve 
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point,  ceft  a dire,  la  fuite  i — 3*-4-x*,  dans  nôtre 
exemple.  Ecrivez  aufli  du  haut  en  bas  dans  le  re£lan- 
gle  vertical  ERS  P l’autre  fuite  de  termes,  où  fe 
trouve  la  variable  relative;  c’eft  icy  la  fuite  -4-/-+x/. 

4. °  Prenez  le  premier,  ou  le  plus  bas  terme  de 

la  fuite  horifontale,  ou  la  variable  relative  ne  fe  trou- 
ve point,  & qui  eft  placée  dans  le  reélangle  K RF  B; 
multipliez  ce  terme  par  la  variable  corrélative,  & di- 
vifez  le  produit  par  l’expofant  de  la  corrélative  dans 
ce  même  produit.  Ecrivez  enfuite  le  quotient  de  cet- 
te divifion  dans  le  reélangle  horifontal  le  plus  bas 
NHDMj  pour  le  premier  terme  de  la  ferie,  qui  doit 
exprimer  la  valeur  de  la  variable  relative.  Dans  nô- 
tre exemple  il  faut  multiplier  le  premier,  ou  le  plus 
bas  terme  i de  la  fuite  i — • 3 x -+■  x * par  la  variable 
corrélative  x,  divifer  le  produit  x par  l’expofant  1 de 
X dans  ce  même  produit  x*  , & écrire  le  quotient  x, 
qui  vient  de  cette  divifion  dans  le  reélangle  NHDM 
a côté  de  la  relative  /;  x fera  le  premier  terme  de  la 
ferie  qu’on  cherche,  & qui  doit  exprimer  la  valeur  de 
^ en  X. 

5. °  Pour  trouver  le  fécond  terme  de  cette  ferle, 
fubftituez  dans  tous  les  termes  de  la  fuite  verticale  pla- 
cée dans  le  reftangle  ERS  P le  premier  terme  que 
vous  venez  de  trouver,  au  lieu  de  la  variable  relative, 
Sc  écrivez  la  valeur  de  chaque  terme  dans  le  reélangle 
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RS^F  a côté  de  ce  nicine  terme,  & dans  le  rangj 
qui  convient  a la  dimenlion  de  la  variable  corrélative 
dans  cette  valeur.  Ainfi  dans  nôtre  exemple  il  faut 
fubdituer  * au  lieu  de  / dans  les  termes 
ce  qui  donnera  les  valeurs  -4-*,— t-xx.  On  écrira  donc 
la  valeur  -+-x,  a côté  de  / au  fécond  rang,  fous  le 
terme  de  m^me  dimenfion  — 3X,  & la  valeur  — »-xx 
a côté  de  x^  au  troifieme  rang  fous  le  terme  de  mô- 
me dimenfion  — «-xx  de  la  fuite  horifontale  i — 3*— t* 
XX . Après  CCS  operations  prenez  dans  le  reflangle 
KS^B  la  fomme  des  termes  dans  lefquels  la  variable 
corrélative  a la  plus  petite  dimenfion  après  le  plus  bas 
terme  de  la  fuite  horifontale,  qui  eft  icy  i : Cette 
fomme  fera  dans  nôtre  exemple  — 3X— »-x  = — 2 x, 
comme  on  la  voit  au  fécond  rang  dans  le  reclangle 
des  fommes  SNM^,  Multipliez  cette  fomme  par  la 
variable  corrélative,  & ayant  divifé  le  produit  par  l’ex- 
pofant  de  la  corrélative  dans  ce  même  produit , écrivez 
le  quotient  de  cette  divifion  dans  le  reélangle  NHDM 
pour  le  fécond  terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la 
valeur  de  la  variable  relative.  Ainfi  dans  nôtre  exem- 
ple, on  multiplie  la  fomme  — 2x  par  la  corrélative  x, 
& ayant  divifé  le  produit  — 2x*  par  Texpolànt  2 de 
X dans  ce  produit,  on  écrit  le  quotient  — xx  pour  le 
fécond  terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur 
de  y en  x. 
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tf.  ® De  même  pour  trouver  le  troifieme  terme 
de  cette  ferie,  on  fubftituera  dans  tous  les  termes  de 
la  fuite  verticale  placée  dans  le  reflangle  ERS  P le 
fécond  terme  de  la  ferie,  ou  le  quotient  qu’on  vient 
de  trouver,  au  lieu  de  la  variable  relative,  8c  on  écri- 
ra la  valeur  de  chaque  terme  a côté  de  ce  même  ter- 
me dans  le  reftangle  RS^F^  & au  rang  qui  convient 
a la  dimenfion  de  la  variable  corrélative  dans  cette  va- 
leur. Dans  nôtre  exemple  on  fubflituera  — au  lieu 
de  y dans  les  deux  termes  —¥y  & ce  qui  donnera 

les  valeurs  — x»,  & — x*  . On  écrira  donc  — xx  a 
côté  de  -+•/  au  troifieme  rang  fous  le  terme  de  même 
dimenfion  — +-xx  de  la  fuite  horifontale  i — 3X— t-xx, 

& la  valeur  — x^  a côté  de  -¥xy  au  quatrième  rang. 
Enfuite  on  prendra  dans  le  reclangle  la  fomme  des  ter- 
mes, dans  lefquels  la  variable  corrélative  a la  plus  pe- 
tite dimenfion  , après  ceux  dont  on  a pris  la  fomme 
dans  le  nombre  precedent.  Cette  fomme  eft  icy  xx— ■ 
XX— hxx=xx.  On  la  multipliera  par  la  variable  corré- 
lative, & ayant  divifé  le  produit  par  l’cxpolànt  de  la 
corrélative  dans  ce  même  produit,  on  écrira  le  quo- 
tient de  cette  divifion  dans  le  reêlangle  NHDM^  pour 
le  troifieme  terme  de  la  ferie,  qui  doit  être  la  valeur 
de  la  variable  relative.  Dans  nôtre  exemple  on  multi- 
pliera la  fomme  -t-xx  par  x,  & ayant  divifé  le  pro- 
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dult  X*  par  l’expofant  3,  on  écrira  > ou  -7*^  pour 
le  troifierae  terme  cherché. 

7.°  En  continuant  d’operer  de  la  même  maniéré,' 
on  trouvera  le  quatrième  terme , qui  eft  icy  — • 


24  14 

terme  — tt  x = ^ x 

12  O 


Car  la  fomme  — x* — x^  = — -x^  étant  multipliée 
> î 

par  X donne  le  produit  — -:<*  qu  on  doit  divifer  par 
l’cxpofant  4,  pour  avoir  le  quotient,  ou  le  quatrième 

Enfin  on  trouvera,  en  conti- 
nuant les  mêmes  operations,  le  cinquième  terme,  & tous 
les  autres  fuivants,  de  forte  qu’on  aura  / = x — xx-t- 

J 6 JO  45  * 

Ce  Problème  eft  celui  dont  M.  Newton  parle  en 
ces  termes  dans  la  méthode  des  fluxions  : Sic  demum  ad 
firtein  perduxi  boc  valde  intricatum  dJ*  omnium  aliorum 
difficillimum  Problema^  quando  duæ  folum  funt  fiuentes 
quantitates  y una  cum  fiuxionibus  fuis  in  propofta  aquatio- 
ne.  Enfuite,  parlant  de  la  demonftration  du  même  Pro- 
blème, il  ajoute:  Hoc  paBo  folutum  eft  Problema y fed  la- 
tet  demonftratio . Cum  autem  tôt  Ô*  tam  varia  continent 
boc  Problema , ut  demonftratio  fyntbetice  fine  maximis 
ambagibus  deduci  nequeat  ex  genuinis  eius  fundamentisy 

fufficiet 
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fufficht  eam  brcviter  indicare  analytke . Propofita  ighur 
tquatione , Ô*  opéré  per>i£lo , tenra  num  c»  aiquûtione  re- 
pcrra  regredi  liceat  ad  propofttam  : la  demonftrarion  de 
Newton  ne  confifte  qu’a  vérifier  l’operation , lorfqu’ella 
eft  faite  , & a examiner  fi  elle  rend  la  différentielle  pro- 
pofée . Mais  nous  donnerons  icy  une  demonfiration  ge- 
nerale de  ce  beau  Problème,  tirée  des  principes  du  cal- 
cul différentiel , 

Demonstratiom.  Puifque  ^ = r — 3*-fx« 
-4-^-t-x/,  en  multipliant  de  côté,  & d’autre  par  </x, 
on  aura  d/  = d x — ^ xd x -i- xxd>s -i-fdx -i-x/dx- 

en  intégrant,  on  aura — x x -4- x* -4- S'./ </ x -t- 

S.xydx^  d’où  l’on  voit  que  x eft  le  premier  terme  de 
la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  la  variable  re- 
lative / en  X,  & qu’on  trouve  ce  terme  en  intégrant 
</x,  c’eft  a dire,  en  multipliant  i par  la  corrélative  x, 
& en  divilànt  le  produit  x par  l’expofant  i de  x dans 
le  même  produit,  ce  qui  eft  l’operation  prcfcritte  N.°  4. 

Si  on  fuppofè  prefentemcnt,  comme  on  a coutume 
de  faire  dans  l’analyfe,  que  la  (crie  qu’on  cherche,  & 
qui  doit  exprimer  la  valeur  de  /.  en  x,  foit  trouvé», 
& qu’elle  foit  reprefentée  par  x— t-X,  x étant  fon  pre- 
mier terme,  & X la  fuite  de  tous  fes  autres  termes 
après  le  premier,  en  fubftituant  x-+X  au  lieu  de/ 
dans  les  deux  termes -t-x/,  on  aura  /— t-x/=s 

K 
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X-+-XX— t-X— t-xX,  & l’equation  d/=:dx  — 3x</x-4- 
Kxdx—¥(jf—^-x}')dx  deviendra  d/:=.dx — ^xdx-+xxdx 

— X d x—i- X X dx 

—4-(X— *-xX) </x;  & en  intégrant  de  côté  & d’autre, 

on  aura /=x  — xx— t-^x^-<-S'. (X-4-xX)</x;  par  où 

l’on  voit  que  le  fécond  terme  de  la  lerie,  qui  doit 
exprimer  la  valeur  de  / en  x,  eft  — xx,  8c  qu’on 
trouve  ce  fécond  terme  en  fubftituant  le  premier  ter- 
me X pour  / dans  — Sc  en  intégrant  la  diffé- 
rentielle </x (— - 3 X— *-x)  , ou — 2x</x,  c’eft  a dire, 
en  multipliant  la  fomme  — i x par  la  corrélative  x , 
8c  en  divifant  le  produit  2xx  par  l’expofant  2 de  x 
dans  ce  même  produit,  pour  avoir  le  quotient  — xx. 
C’eft  l’operation  prefcritte  N.“  5. 

Suppofant  de  la  même  maniéré  que  la  ferie  qu’on 
cherche  foit  x — xx-t-X',  X'  reprefentant  la  fuite  des 
termes  de  cette  ferie  après  les  deux  premiers  x — xx, 
on  aura  / = x-4-X=x  — xx— t-X';  par  confequent 
X— — xx-4-X',  8c  en  fubflituant  — xx— t-X'  au  lieu 
de  X dans  les  deux  termes  -hX-h-xX,  on  aura  -h-X 

-4-xX=;— XX  — x^— +-X’— 4-xX’,  8c  l’equation  djf^s 

d X——2  xd  x-^-ix*  d x—^~  ÇX-^xX)  d X deviendra  djfz^ 

dx  — zxdx-{-2x^dx  — x^</x-t-(X'-t-xX')</x,  8c  en 
— xVx 
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intégrant  de  part,  & d’autre  on  aura  /=x — 

— ; d’où  l’on  conclût 

que  Y X*  e(l  le  troifieme  terme  de  la  lèrie,  qui  doit 
exprimer  la  valeur  de  ^ en  x,  & qu’on  trouvera  ce 
troifieme  terme,  en  fublUtuant  le  fécond  terme  — xx 
pour  X dans  X— *-xX,  ce  qui  donne  — xx — x’  , 
qu’on  trouve  aufli  en  fubfHtuanc  — xx  pour  / dans 
^—hx/,  & en  intégrant  la  différentielle  (x*— »-x*  — 
H*)dxj  ou  -+-x*<fx;  c’efl  a dire,  eu  multipliant  la 
(ômme  x*  de  — t-x*-+-x*  — x*  par  la  corrélative  x, 
pour  avoir  le  produit  x^,  & en  divifant  ce  produit  par 
l’expofânt  j de  x dans  le  même  produit,  pour  avoir  le 
quotient  » C’eft  l’operation  prefcritte  N..® 

De  même  fl  on  fuppofe  que  la  ferie  qu’on  cher- 
che foit  X — XX— »- Y x^— t-X",  X'  repreféntant  la  fuite 
des  termes  de  cette  ferie  après  les  trois  premiers  x — 

xx-t--^x",  on  aura  /=x — xx— ♦-X’=x — xx— x^ 
î ’ ^ i 

-t-X";  par  conféqucnt  X'=y*^“^^  > ^ fubfli- 
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tuant  — au  lieu  de  X'  dans  les  deux  termes 

i 

X— t-xX',  on  aura  X'-4-xX'=  — — t-X’—H 
xX',  & l’equatîon  d^  — dx — ixdx-^x' dx — x^dx-*- 
(X'-4-xX')//x  deviendra  d/  — dx — ïxdx—^x'dx 

— x^ dx~i--jx* dx-^(X’-^xX")dx^  Sc,  en  intégrant, 

* 5 J 

— 4-  — X (JX 

î 

on  aura  y==x  — xx-h — x •—••7*  -+•  — x -+-S. fX  — t- 

J « 15  V 

xX’)dxi  d’où  l’on  conclût  que  — -jx^  eft  la  quatrième 
terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de/  en  x,  & 
qu’on  trouve  ce  quatrième  terme  en  fubftituant  le  troifiemc 
— 4-ÿx^  pour  X' dans  X— t-xX';  ce  qui  donne  yx^— i-ÿ  x*, 

qu’on  trouve  auiïl  en  fubftituant ÿ x' pour  y dans  /— t-x/, 

& en  intégrant  la  différentielle  ( — x^-+yx^<^x),  ou 

— yx^</x,  c’eft  a dire,  en  multipliant  la  Ibmme 

— yx*  de  — x’-4-yx^  par  la  corrélative  x,  pour 
avoir  le  produit  — ’^***^>  ^ divilànt  ce  produit  par 
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l’expofant  4 de  * dans  le  même  produit,  pour  avoir 

— C’eft  l’operation  préfcritte  N.® 7. 

On  voit  clairement  qu’on  peut  démontrer  toutes 
les  autres  operations  préfcrittes  dans  la  folution,  8c  que 
cette  demonftration  peut  s’appliquer  a tous  les  cas  : 
donc  &c.  C.  F.  D. 

Nous  allons  éclaircir  par  des  Exemples  les  difficul- 
tés qui  peuvent  fe  rencontrer  dans  la  pratique  de  cette 
méthode . 

cccLvir. 

Exemple  I.  L’equation  propofce  étant 

7 — I-  ^ -1-  ^ ^ Ô*£-.  a l’infini , on  écrit  le  terme 

I dans  le  reflangle  horilbntal  K RF  B {Fig.  2.  ),  & 
toute  la  fuite  des  autres  termes  dans  le  reélangle  ver- 
tical ERS  P.  On  multiplie  le  terme  1 par  & 
ayant  divifé  le  produit  x par  l’expofant  i de  x,  on 
écrit  le  quotient  x dans  le  reflangle  NHDM,  pour  le 
premier  terme  de  la  fuite  qui  doit  exprimer  la  valeur 
de  en  x. 

On  fubftitue  dans  tous  les  termes  du  reflangle 
vertical  ERS  P le  quotient  ou  le  premier  terme  x au 
lieu  de/,  & on  écrit  la  valeur  de  Chaque  terme  a 
côté  de  ce  même  terme  dans  le  reftaügle  RS^F  au 
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rang  qui  couvient  a la  dimenfion  de  la  corrélative  dans 

la  valeur  de  ce  terme.  Ainfi  on  écrit  - valeur  du  ter- 

4 

me  - a côté  de  ce  terme  au  fécond  rang:  — valeur 

4 O'  44 

du  terme  — a côté  du  meme  terme  au  troifîcme  rang; 

44  O' 

^ valeur  de  a côté  de  ce  terme  au  quatrième 
rang,  &c.  Enfuite,  pour  trouver  le  fécond  terme  de  la 
ferle  qu’on  cherche,  on  multiplie  par  pour  avoir 

le  produit  ^ , quon  divifera  par  l’expofant  2;  & on 

écrira  le  quotient  ~ dans  le  reélangle  NHDM  pour 

le  fécond  terme  de  la  ferie.  Pour  trouver  le  troifie* 

me  terme  de  cette  ferle,  on  fublHtue  le  fécond  terme 
» 

— au  heu  de  y dans  tous  les  termes  du  reélangle 
vertical  ERS  Pi  on  écrit  la  valeur  de  chaque  ternie 
a fon  rang  dans  le  reflangle  RF^Ÿy  marquant 

a côté  du  terme  ~ au  troiiieme  rang;  a côté  du 

terme  au  quatrième  rang,  &c.  On  prend  enfuite 
la  fomme  dçs  termes  du  trolfieme  rang,  qui  efl  —h 
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7P 


.^^-+•^  = •1^,  & on  la  multiplie  par  *,  pour 

avoir  le  produit  I77,  quon  divife  par  l’expofant  3, 

& on  écrit  le  quotient  pour  le  trolfieme  terme 
de  la  ferle  dans  le  reflangle  NHDM.  En  continuant 
de  même  les  operations  préfcrittes  dans  la  folution  du 
problème,  on  trouve  v = x— ^ — h 

ri  y Xt  x»t  4^4 

— « — ^ 6*f.  a l’infini. 

2 y 

Il  faut  remarquer  que  dans  cet  Exemple  on  ne 
s’eft  propofé  de  pouffer  la  ferie  qui  exprime  la  valeur 
de  / en  »,  que  jufqu’a  la  fixieme  dimenfion  de  »,  & 
que  c’eft  pour  cette  raifbn,  qu’on  a omis  dans  l’opera- 
tion tous  les  termes,  qu’on  prcvoyoit  devoir  être  inu- 
tiles pour  cette  fin,  comme  on  l’a  indiqué  par  le  figne 
&c. , qu’on  a ajouté  a toutes  les  fuites  interrompues. 

CCCLVIII. 

Exemple  II.  Si  on  propofoit  l’equation  ^==:—. 

3 »-4- 3 »/— ♦-// — »//— —xy^  Û'r. 

~^6xxy  — 6xx-^%x^ y — 8»^ -4-10»^/ — i ox*&c.^ 
& qu’on  ne  voulût  pouffer  la  ferie  qui  doit  exprimer  la  va- 
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leur  de/en  Af,  que  jufqu’a  la  fepticme  dimenfion  de  k,  on 
difpoferoit  les  termes  de  l’equation  félon  l’ordre  préferit, 
en  plaçant  les  termes , ou  la  relative  y ne  fe  trouve 
point,  dans  le  reflangle  horifontal  K RF  B (Fi^.  3.) 

fans  pafler  au  de  la  du  terme  — puifqu’on  veut 
rejetter  de  la  ferle  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  y 
en  X tous  les  termes  dans  lefquels  la  dimenfion  de  x 
furpafle  7,  & puifqu’il  faut,  fuivant  la  réglé,  multi- 
plier par  la  corrélative  x tous  les  termes  qui  font  dans 
le  reftangle  K B , ou  toutes  les  fommes  du  reflan- 
gle  S pour  trouver  les  termes  de  la  feric  qu’on 

cherche  . On  mettroit  enfuite  dans  le  reilangle  vertical 
ERSP  les  autres  termes  de  l’equation,  dans  lelquels 
la  relative  / fe  trouve , fans  aller  au  delà  des  termes , 
qui  donnent  jufqu’a  la  fixieme  dimenfion  dex,  lorfqu’on 
fubftitue  les  valeurs  de  / en  x dans  ces  mêmes  ter- 
mes. Ainfi  puifqu’on  trouve,  fuivant  la  réglé,  que  le 

premier  terme  de  la  ferie  qu’on  cherche , efl  — * j 

& qu’il  faut  fubftituer  — ~ xx  pour  y , dans  les  ter- 
mes du  reflangle  vertical  ERS  P y ce  qui  donnera  -+■ 
lox  y=—i^x  ;-xyy  = —-x  , 8cy  =—^x  ; 
on  voit  bien  qu’il  feroit  inutile , lorfqu’on  ne  veut 

pouffer  la  ferie  que  jufqu’a  la  feptieme  dimenfion  de  x, 

de 
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de  marquer  dans  le  reflangle  vertical  ERS  P les  ter- 
mes -t- 1 2 &c. , — &c. , -4- &c. 

Après  avoir  ainfi  difpofé  les  termes  de  l'equation 
dans  le  reftangle  AXTB^  on  trouvera  fans  difficulté 
les  quatre  premiers  termes— --x*  — 2»  — — x — 


•|^x*  de  la  valeur  de  / ; mais  comme  les  puiflances  ÿ 

fe  trouvent  dans  les  termes  du  reflangle  vertical 
ERS  P y & puifque , pour  trouver  les  autres  termes 
de  la  lèrie , qui  doit  exprimer  la  valeur  de  / , ît  faut 
fubflituer  dans  ce  reftangle  les  valeurs  de  ces  puiflan- 
ces en  x,  on  aura  belbin  des  premiers  termes  du  quar- 
ré,  du  cube,  &c.  de  la  ferie  — x* — 2x* — ■~x^Ô'r.,‘ 


qu  on  trouvera  en  multipliant  cette  ferie  par  elle  même 
autant  de  fois , qu’il  fera  neceflâire  ; ce  qui  donnera 

en  négligeant  les  autres  termes  , ou  la  dimeiifion 
de  X furpafle  6 ; par  ce  qu’on  ne  veut  point  icy 
pouflfer  la  ferie  qu’on  cherche  au  delh  de  la  feptie- 
me  dimenfion  de  x . Nous  avons  marqué  les  pre- 
miers termes  de  ces  puiflances  dans  le  reélangle  CXTD, 
& il  faudroit  en  augmenter  le  nombre  fucceffivement, 
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a mefure  qu’on  voudroit  poufler  plus  loin  la  ferie  qui 
exprime  la  valeur  de  /.  On  trouve  de  cette  maniéré 
î .. ..  -J  > t 4 9t  5 


III  6 
■X 


Î5 


J>  ***  8*  10*  «6 

û*c.  quantité  négative;  d’où  l’on  conclût  que  l’une  des 
deux  variables  x & / , augmente,  tandis  que  l’autre 
diminue.  Au  relie  on  voit  par  cet  Exemple  comment 
il  faut  procéder  dans  tous  les  autres  cas,  qui  renfer- 
ment les  puiflances  quelconques  de  la  quantité  relative. 

CCCLIX. 

Exemple  III.  On  refoud  de  la  même  maniéré 
les  équations  dans  lefquelles  la  quantité  relative  ell 

elevée  a des  puilfances  fraflionaires ; par  exemple,  li 

1 

on  propofe  l’equation  ^■=z—y — \y 

t*  y 2 5 

—*-7/*—*- 2/^,  dans  laquelle  la  quantité  relative  x ell 

elevée  a la  puilfance  fraélionaire  ; on  en  dlfpofera 

les  termes,  fuivant  l’ordre  préferit,  dans  le  reélangle 
ACDB  (Fig.  4.).  Enfuite  on  multipliera  le  premier 

terme  par  la  quantité  corrélative  y y 8c  ayant 

divifé  le  produit  par  l’expofant  2,  on  écrira  le 

quotient  “ //  dans  le  reélangle  NHDM  pour  le  pre- 
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mier  terme  de  la  ferie,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de 
* en  / . Pour  trouver  le  fécond  terme  de  cette  ferie , 

I 

on  fubftituera  **>  & *** 

les  termes  du  reflangle  vertical  ERSPy  8c  on  écrira 

t 

dans  le  reflangle  RS^F  pour  z/x*  a côté  de  ce 
terme  au  fécond  rang,  & — pour  — ^xx  a cô- 
té de  ce  terme  a fon  rang.  On  prendra  la  fomme  des 
termes  — 4/^-4-//= — 3//>  qu’on  multipliera  par 

/ pour  avoir  le  produit  — 3/^;  on  divifera  ce  produit 

par  l’expolânt  3 ; le  quotient  fera  — qu  on  écrira 
pour  le  fécond  terme  de  la  ferie  dans  le  reflangle 
N H DM.  Après  cette  operation  on  commençera  a 
chercher  les  premiers  termes  de  la  racine  quarrée  de  * , c’eft. 

adiré,  de  la  ferie  Ô'r.  On  trouve  que  les 

deux  premiers  termes  de  cette  racine  font 
& que  les  deux  premiers  termes  de  x*,  ou  du  quarré 
de  la  ferie  6V.  font  . 

Mais , par  ce  qu’on  ne  veut  pouffer  icy  cette 
ferie,  que  jufqu’au  terme  où  la  dimenfion  de  / ne  paf- 
fe  pas  5,  on  ômettra  tous  les  termes  dans  lefquels  cet- 
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te  diinenfion  de  / furpafle  4.  On  fubftituera  donc 
d’abord  dans  les  termes  du  reclangle  vertical  E R SP  y 

I T 

— y — //  pour  & on  aura  » 

ry^  y qu’on  écrira  dans  le  reflangle  RS^F  a fon 
rang . On  écrira  de  meme  — ^y*  pour  — "î"  * ^ 

dans  le  même  reftangle  a côté  de  — , & a fou 

s. 

rang.  Enfuite  on  multipliera  le  terme  qui 

fe  trouve  feul  de  fa  dimenfion,  par  la  corrélative  /, 

2 

pour  avoir  le  produit  -+•7/*  > qu’on  divifera  par  l’ex- 

7 

pofant  , ce  qui  donnera  le  quotient  2/*,  qu’on 
écrira  dans  le  reélangle  NHDM  pour  le  troifieme  ter- 
me de  la  feric  ou  de  la  valeur  de  x en  On  aura 

Z 2- 

donc  x — ~yy — 2/*  Û’c.,  & =^y — //-+■ 

î_ 

ly''  (y c.  en  fubftituant  dans  le  reélangle  ERS  P 

L i L 

yy-^iy*  au  lieu  de  x*  , on  aura  -4- 2/x* 

7 

— '2/^-4-4/*,  qu’on  devroit  écrire  dans  le  reflanglc 
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RS^F  a côt^  du  terme  — Mais,  comme 
on  a déjà  écrit  les  deux  termes  — t-// — 2/*  , on  n’a 

plus  qu’a  ajouter  le  troifiemc  terme  H- 4/*.  De  mê- 
me en  fubftituant  dans  le  reflangle  ERS  P pour 
XX y on  aura  — -jxx=: — » qu’on  a déjà  marqué 
dans  le  reélangle  RS^F.  On  prendra  la  fomme  des 

termes  correfpondans  -+  2/*  — 2/^  , qui , étant  zéro , 

£ 

ne  donne  rien.  Enfuite  on  prendra  le  terme  4/*  * 
qui  eH  feul  de  fa  dimenfion , on  le  multipliera  par  / ^ 

pour  avoir  le  produit  4/*  , qu’on  divifera  par  l’expo- 

~ 1 

fant  Y J ^ écrira  le  quotient  —*■—/’  dans  le  re- 

flangle  NHDM  pour  le  quatrième  terme  de  la  fuite. 

7 9 

On  aura  donc  x = — // — dont 

i J, 

la  racine  quarrée,  où  «’  eft  2/ * 

Enfin,  en  fubftituant  dans  le  reflangle  ERS  P 

L 1 L 

^/-+-2/* — au  lieu  de  w* , on  aura  -4- 2/**:::=: 
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7 

-4-//  — — 2/^  J qu’on  devroit  écrire  dans 

I 

le  rciElangle  RS^F  a côté  du  terme  -4-2/x*;  niais, 
comme  on  a déjà  marqué  les  trois  premiers  termes 

7 

— 2/^ -4- 4/*  , on  fe  contentera  d’ajouter  le 
quatrième  terme  — » Pour  la  valeur  du  terme 

~yxx  = — qu’on  l’a  déjà  écrite. 

Ainfi , pour  trouver  le  cinquième  terme  de  la  ferie  , 
ou  de  la  valeur  de  x en  / , on  prendra  la  fomme  des 
termes  correfpondans  — 2/^ — 

multipliera  cette  Ibmme  par/,  pour  avoir  — ^ 
après  avoir  divifé  ce  produit  par  l’expolànt  5 , on  écri- 
ra le  quotient  — pour  le  cinquième  terme  de  la 

ferie  dans  le  reélangle  NHDMy  & on  aura  x=-^/^ 
7 » 

2/* -4-—/*^ — On  voit  bien  qu’on 

peut  prolonger  cette  ferie  autant  qu’on  voudra  par  les 
mêmes  operations  continuées. 
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CCCLX.  ' 

Exemple  IV.  Lorfque  la  quantité  relative  a des 
expofans  fraélionaires  ; on  peut  encore  la  réduire  en 
nombres  entiers  par  la  méthode  ordinaire,  c’eft  a dire, 
en  égalant  cette  quantité  relative  avec  fon  expofant 
fraélionaire  a une  autre  variable  dont  l’expofant  Toit  un 
nombre  entier,  & en  fublHtuant  celle-cy  au  lieu  de  la 

première  dans  toute  l’ équation.  Par  exemple,  fi  l’equa- 

» 

tion  propofée  eft  ^ = 3x/’ — t-/ dans  laquelle  la  quan- 
tité relative  y a pour  expofant  la  fraélion  , on  fup- 
1 

V — I ^ 

pofera  ou  / = * , ce  qui  donnera  en  diffcren- 

tiant  t//  = 3 ; en  fublHtuant  3 z as  d a:  au  lieu  de 

\ 

iy^  Z Z au  lieu  de  7'’  , & z*  au  lieu  de  /»,  l’equation 
deviendra  — 3 x z z -4-  z^ , ou  en  divilânt  par 

jzas;  ^ = x-+--^z,  &,  en  cherchant  la  valeur  de  z 
en  X par  la  méthode  de  Newton , on  trouvera  la  ferie 

^ f 

z=-ixx-4--^5 — Remettez  / au  lieu 

t 

de  Z dans  cette  équation,  vous  aurez 
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-+-j77-Ô’f.,  &,  en  feifant  le  cube  de  côté  & d’autre, 

&c.  De  même  fi  l’eqiutioti 

I II 

propofccetoit^;  = i/^-4-^'T7,ou^=:2/*  , 

1 

en  fuppofcnt  **=:/,  on  auroit  2xdz—d/^  , 

11  t 

x’  /*  = jt*  * , 8<.  l’equation  deviendroit  -7^  = 2 a -+• 

I r 

x*«,  8c,  en  divifant  par  2 a,  ^ = i 7 x* , d’où l’oa 
1 

tire  dK.  — dK-^^x'dK^  8c,  en  intégrant  de  côté  8c 

L LL 

d’autre,  a.=x— k ; par  confequent  y'  =x-4--  x*  , 

i 

8ic,  en  quarrant  de  part  8c  d’autre , /=xx-v-x‘ —K 


1 t 

7*  . 

M.  Newton  fait  a propo?  de  cet  Exemple  une 
remarque  importante,  que  nous  ne  devons  pas  omet* 
tre;  c’eft  qu’on  peut  trouver  une  infinité  de  fériés  dif^ 
férentes  pour  exprimer  la  valeur  de  la  quantité  relati- 
ve par  la  quantité  corrélative , 8c  par  des  confiantes . 

Par 
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I II 

Par  exemple , dans  l’equation  ^ = 2/’  -♦■**/*,  qu’on 

s_ 

vient  de  refoudre,  & <jui  a donné / = , 

1 

Si , après  avoir  fuppofé  x —/  * , & changé  l’equation 

1 I 

en  JJ  = I — t- X*  , ou  dz~dx-^~  x' on  ajoute 
une  confiante  quelconque  C après  l’intégration , on  aura 

x—C-t-x—h~x^y  intégrale  qui  rendra  en  différentiant 

I 

h même  equation</a  = </.v— ou7^=i-l--j  X 

I 2. 

X dx^  & on  aura  zxy  ou / = CC— *-2Cx-+-Cx* 

s 

-+-XX— H-j  X*  — X , ferie  différente  de  la  première 

XX-+-- X* X , & qu’on  peut  varier  a l’infini,  en 

donnant  a la  confiante  C telle  valeur  qu’on  voudra. 

Cette  remarque  efl  generale,  & peut  s’appliquer  a 
toutes  les  équations  dont  il  s’agit  dans  le  Problème  IL 
Car  toutes  ces  équations  peuvent  être  reprefentées  par 

Z étant  une  fuite  quelconque  de  termes  fiin- 

M 


Digitized  by  Google 


ça  Elemems  du  Calcul  intégral 
pies,  compofcs  des  deux  varubles  / & x,  & de  con- 
fiantes. Or,  fl  = on  aura  &,  en 

intégrant  de  part  Sc  d’autre,  ^ = 5',  asi^x,  mais  on 

peut  ajouter  une  confiante  quelconque  C,  & écrire 
y=.C-^S.%d X y quelque  foit  la  ferle  qui  exprime 
l’intégrale  S.zdx  y ou  la  premier  valeur  de  / . De 
plus  on  peut  prendre  pour  le  premier  terme  de  la  fé- 
rié, qui  doit  exprimer  la  valeur  de  y y tel  nombre,  ou 
telle  quantité  confiante  qu’on  voudra,  fubftituer  enfuite 
cette  quantité , ou  ce  premier  terme  pour  / dans  tous 
les  termes  du  rectangle  vertical  ERS  P (Fig.  5.),  & 
continuer  l’operation  a l’ordinaire , pour  trouver  les 
autres  termes  de  la  ferie,  ou  de  la  valeur  de  Ainfi 
dans  l’exemple , dont  nous  femmes  fervis  pour  la 
demonfiration  du  Problème  II.,  fi  on  prend  i pour  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  , 8c  qu’on  fubftitue  i 
pour  / dans  les  termes  — 8c  —vxy  du  reftangle 
vertical  ERS  P y on  aura  — qu’on  écrira  a 
côté  du  terme  — *-/  dans  le  reélangle  RS^F  fous  le 
terme  — t-i  du  reélangle  K RF  B y 8c  on  marquera  de 
même  — +-x  pour  -4-x/  a côté  de  ce  terme  dans  le 
reélangle  R S ^F  fous  — 3 x . Enfuite  on  fera  la 
fomme  des  plus  bas  termes  — 1 — 1 =:  2 , on  multi- 
pliera cette  fomme  par  la  corrélative  x pour  avoir  le 
produit  2 X , qu’on  divifera  par  l’expofant  i , 8c  on 
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écrira  le  quotient  —^za  dans  le  reflangle  NHDMy 
pour  le  fécond  terme  de  la  ferle  qui  doit  exprimer  la 
valeur  de  / . On  continuera  les  operations  a l’ordinai- 
re, & on  trouvera  y ==i-*- a*— 

& de  cette  façon  on  peut  trouver  tant  d’autres  valeurs 
de  / qu’on  voudra , en  prenant  2 , ou  3 , ou  un  autre 
nombre  quelconque , pour  le  premier  terme  ; ou  bien 
en  rcprefentant  ce  premier  terme  par  une  confiante  ar- 
bitraire a ( Fig,  6.  ) , qu’on  pourra  enfuite  déterminer 
comme  on  Jugera  a propos. 

Il  faut  obferver  dans  le  cas , où  la  quantité  qu’on 
veut  extraire,  efl  affeflée  d’une  dimenfion  fraflionaire, 
comme  dans  l’Exemples  IV. , qu’on  fera  bien  de  pren- 
dre l’unité,  ou  quelqu’autre  nombre  commode  pour  le 
premier  terme  de  la  ferie;  Sc  même  cela 'devient  ne- 
ceffaire , quand  , pour  avoir  la  valeur  de  cette  dimen- 
fion fraflionaire , l’on  ne  pourroit  tirer  autrement  la 
racine,  a caufe  du  figne  négatif;  comme  auffi,  lorfqu’il 
n’y  a aucun  terme,  qu’on  puiffe  mettre  dans  le  re£lan- 
gle  horifontal  K RF  B , d’où  l’on  tire  lé  premier  ter- 
me de  la  ferie,  ou  de  la  valeur  de  /, 

CCCLXL 

Si  dans  l’equation  propofée  ^ = la  fuite  « 
contient  quelque  terme,  qui  ait  l’une  ou  l’autre  varia- 
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ble,  ou  fa  puifi'ancc  au  dcnominareur , il  faut  fui  vaut 
la  regli;  generale  (Art.  cccxlix. ) réduire  ce  terme  a 
une  ferie  infinie , en  changeant  cette  variable  en  une 
autre  jointe  a une  coudante  arbitraire  avec  le  figue 

— +-  ou  — . Par  exemple,  fi  l’equation  eft 
— zx—¥’~ — , il  faudra  réduire  les  termes  — & 

, xx'  , 

~ en  ferics  infinies  par  la  divifion , en  changeant  la 

variable  y en  u-^b , ou  en  b — « , & x en  > ou  en 

r — b 8c  c étant  des  confiantes  arbitraires,  8c  en 
divilant  enfuite  les  numérateurs  par  leurs  dénomina- 

teurs, pour  avoir  des  fériés  infinies  de  termes  fimples, 
dans  lefquels  les  expofans  des  variables  Voient  pofitifs. 

Mais  comme  la  raifon  ^ demeure  la  m^me , folt  qu’- 
on écrive  y-+by  ou  y — b au  lieu  de  y,  & x-4-r,  ou 

* — f au  lieu  de  x,  puifque  la  dificrentiellc  Ai  y b ^ 

Sc  celle  Ai  y — b pft  toujours  dy^  8c  la  différentielle 
de  X— j-f,  & de  X — c efi  toujours  </x,  de  même  que 
la  diffcrentielle  de  b — y efi  — dy,  8c  celle  de  c — m 

efi  — dx;  ce  qui  donnera  = 4^  ; on  rendra  le 

calcul  plus  fimple  en  ce  cas,  en  fe  contentant  de  fubfii- 
tuer  y z±^  > ou  h — y au  lieu  de  , 8c  x r , ou 

c — X au  lieu  de  x dans  l’equation,  fans  employer  de 
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îiouvelles  variables,  & en  opérant  eiifuite  fuivant  les 
réglés  préfcrittes.  Ainfi  dans  l’equation  propofée,  fi  on 
écrit  I—/  pour  /,  & i — x pour  *,  on  aura 

I — 3/-H  2 T^Tr4~ > ^ par  la  divi- 

fion  a l’infini  r=  i — at  -H-/  — x/  -4-/'/  — x^*  — j. 

/ _ */ ô-r.,  & 2^  — 2-4- 4 x;.  — .4 X -4- 

*V“~‘^**“+8x^/ — 8x*-i-  10  x^/—*  10  x^Ô’f.;  d’oîi 
l’on  tirera  -^ = — 3 x-+  3 — ftj,* 

-1-dx*^  — (î **-+.8  x^^  — 8 x^— t- 10  x^/-—  lox^  (ÿr. 
Ecjuation  déjà  refolue  (Art.  ccclvui.)— 

CCCLXII. 

Neantmoins  il  n’eft  pas  toujours  neceflaire  dans 
ce  cas  de  réduire  l’equation  a une  autre  forme . Par 
exemple,  fi  l’cquation  propofée  etoit  ^ = y — xx,  on 

pourroit  bien  la  réduire  a une  autre  forme  en  fubfti- 
tuant  1-4-/  au  lieu  de  /;  mais  il  fera  plus  court 
d’opérer  fans  cette  reducHon,  comme  on  va  le  voir. 
Après  avoir  difpofé  les  termes  de  l’equation  a l’ordi- 
naire, en  plaçant  — xx  dans  le  rectangle  horifontal 
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K RF  B y Sc.  y dans  le  re£langle  vertical  ERS  P y 

on  prend  i pour  le  premier  terme  de  la  valeur  de  /; 

oti  fubftitue  cette  valeur  i pour  / dans  le  terme  y . 

Enfuite  on  prend  la  fomme  des  termes  les  plus  bas 
du  reélangle  KS^By  & trouvant  qu’il  n’y  a que  le 
terme  i , on  le  multiplie  par  la  corrélative  * , & divi- 
fant  le  produit  * par  l’expofant  i , on  écrit  le  quotient 
X pour  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  ^ dans  le  re- 
flangle  NHDM^  Pour  trouver  le  troificme  terme,  on 

fubftitue  pour  / dans  le  terme  y , c’eft  a dire, 

qu’on  divife  i par  i— t-x;  le  quotient  eft  i — x Ô'r. 
On  écrit  donc  ce  quotient , ou  plutôt  a caufe  qu’on  a 
déjà  marqué  le  premier  terme  t,  ou  écrit  — x a côté 

du  terme  y dans  le  reôlangle  RS^F.  On  prend  en- 

fuite  dans  le  reflangle  KS^B  la  fomme  des  termes 
les  plus  bas  après  i , & ne  trouvant  que  — x,  on  eu 

déduit  fuivant  la  réglé  — "î  * * troifieme  ter- 

me de  la  valeur  de  /» 

Pour  trouver  le  quatrième  terme , on  fubftitue 
I-+-X— XX  pour  / dans  le  terme  ■“»  & trouvant  -y 

= 1-— x-t-^xx  (yc.y  on  écrit  cette  valeur,  ou  plu- 
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tôt  fon  dernier  terme  —h  — xx  dans  le  re£lan<ile 

2 ° 

RS^F,  apres  i — fous  — xx.  On  prend  la  fom- 
me  des  termes  •— qu’on  multiplie 

par  X,  pour  avoir  le  produit  ~x^.  On  divife  ce  pro- 
duit par  l’expolant  3 , & on  écrit  le  quotient  -t- 
pour  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  / . On 

peut  continuer  de  la  même  maniéré  pour  les  autres 
termes. 

Il  n’cft  pas  non  plus  neceflaire  que  les  dimenfions 
de  l’autre  variable  foient  toujours  pofitives . Car  de 

l’equation  ^=3-4-2^  — on  tlre^  = 3x  — xx 

-+2  x^  Ô'f.  comme  on  le  voit  ( Fig.  8.  ) . 

L’equation  donnera  aufli / = 

— fans  la  reduêlion  des  termes  , en  faifant 

l’operation  comme  elle  eft  marquée  (Fig,  p.). 

Il  faut  obferver  icy  en  paflant  que,  dans  le  nom- 
bre infini  de  fériés,  qu’on  peut  trouver  pour  exprimer 
la  valeur  de  la  quantité  relative  par  la  corrélative,  il 
s’en  trouve  fouvent  qui  font  finies,  comme  dans  l’exem- 
ple precedent;  il  n’eft  pas  même  difficile  de  trouver 
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ces  fuites  finies,  en  prenant  une  confiante  arbitraire 
pour  le  premier  terme  de  la  ferie,  & en  lui  donnant 
après  la  folution  quelque  valeur  convenable,  pour  ren- 
dre finie  la  ferie  entière. 

cccLxiir. 

On  peut  encore,  affez  facilement  & fans  aucune 
reduflion  du  terme  , tirer  la  valeur  de  / de  l’equa- 

tion  ^=-^-+-1 — 2*— en  fuppofant,  a la 

maniéré  des  analyfies,  qu’on  a trouvé  ce  qu’on  cher- 
che. Ainfi  après  avoir  difpofé  les  termes  de  l’equation 
a l’ordinaire , on  met  2 c x pour  le  premier  terme  de 
la  valeur  de  prenant  ic  pour  le  coefficient  numé- 
rique qui  n’eft  pas  encore  connù.  On  fubfiitue  2fx  au 

lieu  de  y dans  le  terme  -+•  ~ du  reflantile  vertical 

ERSP  (Fig.  10.),  on  trouve  = qu’on  écrit 

a côté  du  terme  ~ au  premier  rang  dans  le  reflangle 

RS^F;  on  fait  la  fomme  i-l-e'  des  termes  les  plus 
bas  du  reélangle  K S ; on  la  multiplie  par  la  cor- 
relative  X,  8c  ayant  divifé  le  produit  x— +-ex  par  l’expo- 
fant  1 de  X,  on  a le  quotient  x— 4-ex  pour  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  /.  Puis  donc  qu’on  a fuppofé 

ce 
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ce  premier  terme  =2?*,  on  aura  *— = d’où 
l’on  tire  e~\.  Donc  le  premier  terme  de  la  valeur 
réelle  de  / fera  ^x.  On  fe  fert  de  même  d’un  terme  fup- 
pofé  zf XX  pour  reprefenter  le  fécond  terme  de  la  valeur 

de  /;  on  fubftitue  i/x*  au  lieu  de  / dans  le  terme -4- 
du  reflangle  ERS  P,  & trouvant  ^=-+-y'x,  on  écrit 

-+fx  a côté  du  terme  — t-—  & au  fécond  rans;  dans 

le  reflangle  RS^F.  Enfuite  on  prend  la  fomma 

— zx-^-fx  des  termes  correfpondans  dans  le  reêlangle 
KP^B-,  on  la  multiplie  par  pour  avoir  le  produit 

— 2 X* -+-/**,  qu’on  divife  par  l’expofant  2,  & le 
quotient  — x*— doit  être  le  fécond  terme  de 
la  valeur  de  /;  puis  donc  que  nous  avons  fuppofé  ce 
fécond  terme  —zfxx^  nous  aurons  l’equation  — x*-t- 
-^yx*  = 2/’x*,  d’où  l’on  tircy^:  — y.  Donc  le  fé- 
cond terme  de  la  valeur  réelle  de  y fera  — — xx.  On 
trouve  de  la  même  maniéré  que  le  coefficient  fuppofé 
2 g dans  le  troifieme  terme  donne  g = 8c  que  le 

troifieme  terme  de  la  valeur  réelle  de  / eft  — 4-  ÿ x’  , 

N 
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Enfin  on  trouve  de  même  que  le  coeHicient  fuppofé 
Z h du  quatrième  terme  eft  zéro;  d’oîi  l’on  conclût 
qu’il  n’y  a plus  d’autres  termes,  que  l’operation  fe  ter- 
mine li,  & que  la  valeur  réelle  de  y eft  exaflement 

4 » î 

2 X XX— i — X . 

î s 

On  refoudra  a peu  prés  de  la  même  maniéré  l’c- 
quation  = en  fuppofant  ^ = le  coeflicient 

f,  Sc.  l'expofant  « étant  des  confiantes  inconnues;  car, 
en  fubftituant  ex”  au  lieu  de  y dans  l’equation  propo- 

d y ^ ? T**  J î ^ ^ d X « 

:e*  on  aura  — = , ou  dy  = en 

intégrant  de  part  & d’autre,  ; par  confequent 

w = — , & e indéterminé.  On  aura  donc^  = ex*,  & 

on  pourra  donner  au  coefficient  e telle  valeur  qu’on 
voudra. 


CCCLXIV. 

On  peut  quelque  fois  commençer  l’operation  par 
la  plus  haute  puiflance  de  la  quantité  corrélative,  en 
defeendant  par  degrés  aux  puiflânees  inferieures,  comme 

.dans  cette  équation 
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Cir , après  avoir  dilpofé  les  termes  d’une  maniéré  con- 
traire a l’ordiiuiire,  en  comment;ant  par  le  plus  haut 
terme  2x,  comme  on  le  voit  (Fig.  ii.),  on  trouve- 
ra fuivant  la  metliotle  xx  pour  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  / ► Enfuite  pour  trouver  le  fécond  terme , 

on  fubftituera  **  pour/  dans  le  terme  — t-—  du  re- 

élangle  ERS  P y & on  écrira  Ci  valeur  i dans  le  re- 
flangle  R S <^F  au  fécond  rang  fous  le  terme  — 3 , 
on  prendra  la  fomme  4 des  deux  termes  correfponJans 
— I , & -+•3,,  on  la  multipliera  par  *,  & ayant  di- 
vilé  le  produit  4 V par  l’expofant  i , on  aura  — *-4* 
pour  le  fécond  terme.  On  trouvera  l’un  après  l’autre 
les  autres  termes  de  la  valeur  de  / en  fuivant  la  ré- 
glé préferitte. 

CCCLXV- 

PROBLEME  III.  Trouver  les  intégrales  des  équa- 
tions de  la  troifieine  claffe , c’eft  a dire , de  celles  qui 
contiennent  plus  de  deux  variables  avec  leurs  premières 
dilférences,  & leurs  produits  quelconques. 

Solution.  i.“  Lorfque  l’cquation  propofée  con- 
tient trois  variables,  fi  la  relation  de  deux  de  ces  va- 
riables ell  déterminée  par  l’etat  de  la  queftion , on  fe 
fervira  de  cette  relation  donnée , pour  trouver  le  .rap- 
port des  dilférences  de  ces  deux  variables,  ce  qui  don- 
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nera  le  moyen  de  chaiTer  de  l’equation  propof^e  l’une 
ou  l’autre  de  ces  variables,  & fa  diflérence.  On  rédui- 
ra par  Ik  l’equation  de  trois  variables  a deux,  & on 
la  refoudra  par  le  Problème  I.,  ou  II.  Mais  fi  la  re- 
lation de  deux  des  trois  variables  n’eft  pas  déterminée 
par  l’ctat  de  la  queftion , on  pourra  former  cette  rela- 
tion a volonté  , & déduire  le  rapport  des  différences , 
pour  chafler  enfuite  de  l’équation  propofée  une  des 
variables  avec  fa  diflercncc,  & la  réduire  a une  équa- 
tion a deux  variables , qu’on  refoudra  par  les  Problè- 
mes precedents. 

2.”  Si  l’equatlon  propofée  contient  quatre  varia- 
bles, on  la  réduira  a une  équation  de  trois  variables 
feulement,  lorfque  la  relation  entre  deux  de  ces  va- 
riables fera  donnée  par  l’etat  de  la  queftion , & on  re- 
foudra enfuite  l’equation,  comme  nous  venons  de  le 
dire.  Mais,  fi  la  relation  entre  deux  variables  n’eft  pas 
donnée  par  l’etat  de  la  queftion , on  pourra  choifir  cet- 
te relation  a volonté,  & chaffer  une  des  quatre  varia- 
bles de  l’cquation,  qu’on  refoudra  enfuite  comme  dans 
le  cas  precedent.  On  opérera  de  la  même  maniéré  fur 
les  équations  qui  contiendront  plus  de  quatre  variables , 
en  reduifant  celles  de  cinq  variables  a quatre,  celles  de 
fix  variables  a cinq , & ainfi  des  autres . 

Soit  propofée  l’equation  a trois  variables 
t/a— = dans  laquelle  la  relation  entre  deux 
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âe  CCS  variables  n’eft  point  déterminée.  On  formera 
donc  a volonté  une  relation  entre  deux  de  ces  varia- 
bles: par  exemple,  entre  x en  fuppofant  *=/, 

ou  x=//,  ou  bien  entre  / & z,  en  fuppofant  2/ 
— H zü'c.  Nous  choifirons  icy  la  relation  x=/>',  qui 
donnera,  en  différentiant,  </x  = 2/<//.  Subftituant  donc 
lydy  pour  <^x,  & //  pour  x dans  l’equation  propo- 
fée , on  aura  4/<//  — </*—♦•// <//  = o,  d’où  l’on  tire 
■ / > J 

en  intégrant  2//  — *—*-—/  =0,  ou  * = 2//-+- 
/*  pour  la  relation  de  z & de  / . Et  en  écrivant  x 

J_  3_ 

pour//,&  X*  pour  /* , on  aura  2x-+--x*=z.  Alnli 

dans  le  nombre  infini  de  relations,  que  peuvent  avoir 
les  trois  variables  x,/,»,  nous  «n  avons  trouve  une 
qui  eft  reprefentée  par  ces  équations  x=://  , 2// 

J 

I 5 - I r 

=z,  oc  2X— t*“x  =z. 

K 5 

CCCLXVI. 

REMARQ.UE.  Il  nous  refte  quelques  reflexions  a 
faire  fur  l’application  des  méthodes  precedentes. 

i.°  Lorfque  l’equation  différentielle  propolée  ne 
contient  que  deux  variables  x & / avec  leurs  premiè- 
res différences  dx  &.  d/  elevées  a des  puiffiinces  ou 
produits  dx^^dn^  (^c.ydj'* ,d/^ j (S‘c.,  dxd^y  dn^  d y , 
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(D’c,  On  le  fervira  des  metliodes  du  fécond  Chipitrc 

pour  la  réduire  a la  forme  ou  ^=z,  z étant 

une  fuite  finie  ou  Infinie  de  termes  compofés  des  va- 
riables 8c  de  confiantes. 

2. ®  Après  avoir  réduit  l’equation  a cette  forme» 
ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  a la  forme  Ad:<-+‘ 
Bdy^=.Oy  dans  laquelle  A 8c  B font  des  fondions  de 
*,  de  /,  8c  de  confiantes,  on  cherchera  par  la  métho- 
de du  Chapitre  I.  fi  la  quantité  différentielle  Adx—^ 
Bd/  eft  exaéle;  &,  fi  elle  fe  trouve  complette,  on 
l’intégrera  par  les  méthodes  aifées  du  même  Chapitre  . 
Si  elle  n’eft  pas  complette»  on  cherchera  le  faéleur 
commun  pour  la  rendre  complette.  Mais»  fi  on  trouve 
trop  de  difficulté  dans  cette  recherche  du  faéleur  com- 
mun , on  aura  recours  aux  méthodes  des  Problèmes  I. 
8c  II.  du  fécond  Chapitre»  pour  trouver  au  moins  par 
approximation  la  valeur  de  / en  ou  celle  de  x en 
y par  des  fériés,  entre  lefquelles  on  choifira  celles  qui 
feront  les  plus  fimples,  ou  q^ui  convergeront  le  plus 
vite. 

3. ®  Quand  l’équation  différentielle  contiendra  plus 
de  deux  variables»  on  examinera  fi  on  peut  déterminer 
par  l’etat  de  la  queftion  quelque  nouvelle  relation  entre 
quelques-unes  de  ces  variables,  8c  alors  on  fe  fervira 
de  cette  relation  pour  chalfer  une  de  ces  variables  & 
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fa  différence  de  l’equation.  Si  on  ne  trouve  point  de 
nouvelle  relation  entre  deux  variables , on  examinera 
par  les  méthodes  du  Chapitre  I.  fi  l’équation  n’efl  pas 
iinpoffible  en  general,  comme  il  arrive  fouvent,  & alors 
on  nen  cherchera  point  l’intégrale  generale.  Mais,  fi 
elle  eft  poffible , on  examinera  fi  elle  eft  exaéle , & 
alors  on  l’intégrera  par  les  méthodes  du  Chapitre  I.  ; 
ou  bien  on  cherchera  a la  rendre  complette  en  la  mul- 
tipliant par  un  fafleur  commun,  fi  on  peut  le  trouver; 
finon , on  aura  recours  a la  méthode  du  Problème  pre- 
cedent . Ce  Chapitre  renferme  un  Commentaire  fur  la 
méthode  elegante  que  M.  Newton  ne  fait  que  propo- 
fer  dans  fon  Traité  des  Fluxions  ; & nous  l’avons  expli- 
quée d’autant  plus  volontiers,  quelle  nous  a parù  très- 
belle  , & que  nous  ne  fçavons  pas  quelle  ait  etc  dé- 
montrée par  Perfonne . 


104 
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CHAPITRE  III. 

De  la  feparation  des  iiidetet  minées  dans  les  équations 
dijji'yetieielles^  qui  ne  contiennent  que  les  premières 
différences  des  'variables^  ou  leurs  puiffances ^ 
pour  les  intégrer  enfuite  par  les  méthodes 
de  la  première  Partie» 

CCCLXVir. 

I Outes  les  équations  difTérentielIes  du  premiec 
ordre,  qui  ne  contiennent  que  deux  variables  feparces 
* & / , peuvent  fe  réduire  a cette  forme  generale 
Xd uz^rdj/ y dans  laquelle  X reprefente  une  fonftion 
quelconque  de  x fans  & T une  fon£lion  de  y fans  x. 
En  intégrant  de  part  8c  d’autre  par  les  méthodes  de  la 
première  Partie,  on  aura  S.Xd x=zS.rdy  y plus  ou 
moins  une  confiante  arbitraire,  ou  déterminée  par  l’e- 
tat  de  la  queftion.  Si  ces  deux  intégrales  font  des 
fondions  algébriques  de  x,  8c  de/,  l’equation  S.Xdu 
= S.rdy  fera  aufli  algébrique,  & fes  racines  donne- 
ront les  valeurs  de  x pr  / , 8c  celles  de  y par  x.  Si 
cette  équation  n’eft  point  algébrique , on  pourra  tou- 
jours trouver  x pr/,  ou  / par  x,  au  moyen  des 
quadratures  des  courbes.  Car  S.Xdx  fera  l’aire  d’une 
courbe,  dont  l’abfcifl'e  fera  x,  8c  l’ordonnée  perpendicu- 
laire 
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laire  X;  & de  mcine  S.lTdjf  fera  Taire  d’une  autre 
courbe,  qui  aura  / pour  abfdlfe,  & r pour  ordonnée. 
En  ruppofaut  donc  qu’on  ait  décrit  ces  deux  courbes , 
fi  on  déterminé  Tabfcifle  * dans  la  première , on  aura 
Taire  S.  Xdx^  qui  correfpond  a cette  abfcilTe;  Sc,  en 
prenant  dans  l’autre  courbe  une  aire  égalé  a Taire  don- 
née S.Xdx^  on  aura  T.abfciire /,  qui  refpond  a cette 
aire  dans  la  fécondé  courbe.  Mais  il  fera  plus  court  & 
plus  exaél  dans  la  pratique  de  reJuire  dans  ces  cas  les 
deux  intégrales  en  fériés , Sc  d’en  faire  une  équation , 
dont  on  trouvera  les  racines  par  les  méthodes  connues. 

CCCLXVIII. 

Si  Tequation , dont  on  veut  feparer  les  variables 

* & / renferme  les  puillànces  Ô'r. ///*,  t//^, 

des  premières  difl'érences  de  ces  variables,  il  faudra 
la  réduire  a une  équation  différentielle  du  premier  or- 
dre, ou  qui  ne  contienne  plus  que  les  fimples  différen- 
ces dx  Sc  d/.  On  pourra  toujours  le  faire  par  la  mé- 
thode que  nous  avons  expliquée  au  commençement  du 
Chapitre  precedent,  en  fubflituant  une  variable  z au 

lieu  du  rapport  ou  ^ dans  Tequation  propofée,  & 

en  cherchant  enfuite  les  racines  de  Tequation,  qui  re- 
fulte  de  cette  fubflitution,  & dans  laquelle  on  confi- 
derc  * comme  l’inconnue  ; par  ce  moyen  nous  redui- 

O 
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Tons  la  quedion  de  la  feparation  des  indéterminées  aux 
équations  diti'érentielles  du  premier  ordre,  qui  ne  con- 
tiennent plus  de  puilTances , ny  de  produits  des  premiè- 
res difiérences  des  variables. 

CCCLXIX. 

On  n’a  point  trouvé  jufqu’a  prefent  de  méthode 
generale  pour  feparer  les  variables  dans  toutes  les  équa- 
tions différentielles,  même  du  premier  ordre;  mais 
lorlqu’on  fe  propofe  d’intégrer  une  équation  de  cette 
forte,  & qu’on  ne  trouve  point  de  moyens  pour  en  fe- 
parer les  indéterminées,  ou  que  les  méthodes,  dont  on 
pourroit  fe  fervir,  font  trop  difficiles,  ou  trop  longues 
dans  la  pratique,  on  peut  toujours  avoir  recours  aux 
méthodes,  que  nous  avons  expliquées  dans  les  Chapi- 
tres precedents  pour  intégrer,  fans  feparer  les  variables 
avant  l’intégration.  Il  eft  même  remarquable  que  la 
méthode  de  M.  Newton  eft  generale,  pour  les  feparer 
par  l’intégration  même,  & pour  trouver  en  même 
tems  les  valeurs  d’une  variable  par  l’autre  exaflement, 
ou  du  moins  par  approximation.  De  plus  en  prenant 
bien  refprit  de  cette  méthode,  on  pourroit  l’appliquer 
aux  équations , dans  lefquelles  les  variables  ont  des  ex- 

pofans  en  lettres,  comme  celles-cy,  </x-+ 

b/K  d)i]d/  = a}t”'  dx-,  &c.y  parmi  lefquel- 
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les  il  s’en  trouve,  dont  les  variables  n’ont  jamais  pù 
être  feparées:  nous  en  parlerons  dans  la  fuite. 

CCCLXX. 

Les  principaux  moyens  dont  on  fe  fert  pour  la 
réparation  des  variables,  font  les  réglés  ordinaires  de 
l’Algebre , & les  transformations , furtout  celles  qui  fe 
font  par  la  fubllitution  de  variables  avec  des  expofâns 
& des  coefficiens  indéterminés,  qu’on  détermine  enfuite 
par  les  conditions  qu’il  faut  remplir  pour  la  feparation 
qu’on  cherche . Ces  moyens  fe  prefentent  quelque  fois , 
comme  d’eux  mêmes.  Par  exemple  on  voit  facilement 

que  les  variables  fe  feparent  dans  l’equation  — - — — = 

ia-+b/y 

ÙiL — , par  la  fimple  multiplication , qui  donne 

h” =ydy(a-i-bj/''y  . Dans  l’equation 
x"dx{a-^  b/y  =./ dy^f-b-gx’Y y par  la  fimple  di- 

«M  J P J 

vifion,  qui  donne  = dans  l’equation 

’ ^ (--♦•"J') 


x'dx'-\-axydxdy  — bdy*^  en  ajoutant  de  part  & 
d’autre  — aayydy*^  pour  avoir  x*  dx'-^axy  dxdy  -¥ 


en  tirant  la  racine 
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t 

quarrée,  xd K~+^ay dv:=^d \ dans  l’e- 

qiiation  adx=ydy  — en  fiippofant  / — x=:z, 

ou  y—x-\-z‘  ce  qui  donne  dy~dx-¥dzy  &,  par  la 
fubllltution , adx=.zdz-^zdx^  d’oii  l’on  tire  ndx—^ 

zd x=zzdz,  & dx—  ; dans  l’equation  aadx  — 

(*-+/)* (j'/  , en  fuppoHint  x-+/=z,  d’où  l’on  tire 
dx  = dz — dy^  &,  par  fubflitution  , aadz  — aadj/^ 

Z.'  dy,  ou  aadz={ait-^zz)d /,  & enfin  ~dy , 

cccLXxr. 

Les  moyens  de  réparation  dépendent  fort  fou  vent 
de  l’ufige,  & de  l’adrelfe  du  Calculateur.  Il  n’eft  pas 
toujours  facile  de  les  trouver,  lors  même  qu’ils  font 
poflibles;  8c  il  y a des  équations,  qui  paroîflent  alfez 
fimples  & qui  font  célébrés,  parce  qu’on  n’a  pù  jufqu’a 
prefent  en  feparer  les  indéterminées  par  une  méthode 

generale:  telle  eft  celle-cy  dy~ax”dx—^by'x’‘dx^ 

qui  eft  connue  fous  le  nom  ^Equnmn  du  Comte  Rie- 
cati.  Il  ne  nous  relie  donc  qu’a  expliquer  les  métho- 
des, qui  ont  le  plus  d’etendüe,  quoiqu’elles  ne  foient 
pas  abfolument  generales.  Nous  coinmençerons  par  la 
feparation  des  indéterminées  dans  les  équations  homo- 
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gcnes,  c’cfl  a dire,  dans  lefquelles  la  fomme  des  di- 
mcnlions  des  variables  x,/,  »,  &c.  eft  la  même  dans 
chacun  des  termes  de  l’cquation,  foit  que  ces  variables 
foient  mélées,  foit  quelles  foient  feparces;  telles  font 
les  équations  K^dj/^ay^(ix  = bx^d)f—^cx.^dx—^' 

l_  L L 

f Z j>  d Z ax^  y dx  -¥y  * x d x — x^  dyi  d x y' xx  — t-p- / 

1 

—^dyt^  /iy^—*-Jxyz=xdy—t-by^x'dx, 

CCCLXXII. 

PROBLEME  I.  Séparer  les  indéterminées  dans  les 
équations  homogènes  a deux  variables  x 8c  y. 

Solution.  Toutes  ces  équations  fe  reduifent  a 
la  forme  Ad x-^  B dy=:zo  ^ dans  laquelle  A,  B re- 
prefenteiït  des  fonélions  homogènes  de  x,  & de  />,  c’ell 
a dire,  des  fondions,  dans  lefquelles  la  fomme  des  di- 
menftons  de  x,  & de  / eft  la  même.  Soit  la  fomme 
CCS  dimenfions  reprefentée  par  «,  & foit  fait  y:=ux^ 
ou  ^ = il  eft  clair  que  les  fonélions  A^  B fe  ré- 
duiront a cette  forme  A~x”V^  & B=x”V\  les  ex- 
prelTtons  V defignant  des  fonflions  de  « feulement, 
ou  de  Car  puifque  A^  B font  des  fonélions  homogènes 
de  la  dimenfion  «,  & P',  V des  fonélions  de  u feulement, 
ou  de  y ; il  eft  évident  que  F,  V doivent  être  des 
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fonflion*:  de  dimenfion  nulle,  c’eft  a dire , dans  lefquel- 
Ics  / & * ayent  le  même  nombre  de  dimenfions  au 
numérateur,  & au  dénominateur.  Cela  étant  pofé,  oti 
aura  x”Vdx-¥x'Vdy  — o^  en  fubftituant  au  lieu  de 
A,  8c  B leurs  valeurs  refpeclives  *"F,  & en  di- 

vifant  par  on  aura  Vd  x-i-Vd/  = o y mais  dx  = 
; donc  lL!±:^rL2lJL^v'dy=0y  8cVudy^ 

Fydu-^-u^  yd/=o,  & par  confequent  VMdy-^u^Vdy 

=:  Vy  d U y d’où  l’on  tire  — = — ^ Qj.  y y> 

ne  renferment  d’autre  variable  que  u.  Donc  les  varia- 
bles font  feparces  généralement  dans  ces  fortes  d’équa- 
tions . 

On  voit  bien  que  Vy  V étant  des  fondions  de  u 
feulement,  on  pourroit  faire  / = «"x,  au  lieu  de 

la  feparation  des  variables  fe  ferait  de  la  mê- 

. V 1 dy  nl'u"  'du  -, 

me  manière,  on  auroit  alors  — = - . . Il 

e(l  clair  qu’on  pourroit  aulTi  au  lieu  de  u prendre  une 
fonélion  quelconque  de  «;  par  exemple  V' aa-¥uû-y  ce 
qui  rend  quelque  fois  la  feparation  plus  commode,  fur- 
tout  dans  les  différentielles  qui  renferment  des  radi- 
caux; il  faut  dans  ces  cas  faire  le  choix  des  expofans 
ou  des  fonéüons,  qui  rendent  la  transformation  plus 
fimple. 
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III 


Exemple  I.  Soit  l’equation 
bx^  djf  = o y on  aura  en  comparant  avec  la  forme 
Adx-¥Bd/  = o,  ^ B~y'x-¥bx^^  «=3, 

& par  confequent  A—x^V^  & B = d’où  l’on 

tire.  par  confequent  V—^y 

V = ^ or  a caufg  ^g  « on 

jfî  JT*  ' ’ X ' 


aura  V=u\  & V^x'-^by  lefquelles  valeurs,  étant 

fubflituces  dans  l’equatlon  — — =—  , donnent 
^ yu-t-u^y  y ’ 

— , & en  intégrant  L.y=z^LJiu  — 

2i*  -+^  * 4 

I 

-^L.Cy  & / = C(2_tt*-t-^)*,ou/=c'^(2«*-»-i), 
& , en  remettant  pour  u là  valeur  — , on  aura  enfin 

Exemple  II.  Soit  l’equation  différentielle  axdjr 
*x— *-//  = o,  dans  laquelle  les  variables  n’ont 
qu’une  dimenfion.  En  fàifant  *=/  uu — i , on  aura 

, , , /•  jrttdu  df(uu — l)-t-jriidu  , 

dx=dyy  U U — 1-4-  == 7-.-.ZÎ--— : donc 

ruu — 1 yuu — I 

l’equation  axdj'-ry-dx b^xx  — t-//  =: o fe  change  en  cette 
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autre  aydyy  uu — i ■ I ■'  = ^ = 

rut* I 

Mais  t^Kx— *•//:=:/ U , a caufe  de  x‘=r:yl^uu — i; 


donc  l’equation  fe  réduit  a celle-<y,  —-4 


t tt  Hh 


J*’— frfXK— «*—<• 


— 0,  différentielle  rationelle  qu’on  intégrera  par  les 
méthodes  du  Chapitre  IV.  de  la  première  Partie  ; en  la 
reduifant  aux  différentielles  logarithmiques,  & multi- 


2 a ad  U 


pliant  par  2aa — 2,  on  aura  — -dy-¥ 

— — ^ ~ Llj-ü ~ O > dont  l’intégrale  eft  (2 ira 


U I 


— 2 ) L.y  — t-2<»<rL.(«-+rf)  — (/»-+l  )L.(m— t-l  )— ♦• 
{a — 1)£.(«  — i)=I..C,  ou  bien 
«)-"X(«-4-r)“'’“' X(«— &,  en  fub- 
IHtuant  la  valeur  de  «,  on  aura  X 

*=C7.  Si  on  obferve  dans  cette  équa- 


tion que  le  faéleur  du  premier  membre  a 

pour  expofant  2<»/» — 2,  S:  que  dans  les  autres  faéleurs 
la  quantité  f qui  fe  trouve  au  dénominateur  eft  elevée 
aux  expofans  2/»/», — a — i,  & a — i refpeflivement 
dont  la  Ibmme  =2<»/»  — 2,  on  voit  qu’en  divifant 

i’equation 
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l’equation  fe  réduit  a celle-cy  ( 

{y' **-*-// X 

ou  x 

Q'xx—^yy—fY  *=C,  OU  (y'xx-^ryy 
X**‘*~*X  x«— h//— 4-/)~*'’  = C,  OU  enfin 


X X*  ‘X  ( X —h “+•  / ) " 

= C‘  . 

Nous  nous  fommes  arréttés  fur  cette  équation  , 
laquelle,  quoique  fimple  en  apparence,  ne  laifle  pas  que 
de  demander  des  calculs  affez  longs . La  fubftitution 
de  * =/  i^uu  — I a delivre  tout  d’un  coup  cette  équa- 
tion de  radicaux,  au  lieu  qu’en  faifant  x=/«,  on  au- 

roit  eù  la  différentielle  irrationelle  — -H — ■!_ 

^ ««— m y'  UU-+ 1 


Exemple  III.  Soit  la  différentielle 

a^y^dy^ — lyxdxdy—^y^dx^  ^:zyxdy — y*dx  qui  p.l- 
roît  compliquée,  mais  dans  laquelle  il  fera  facile  de 
feparer  les  variables  par  la  fimple  fubflitution  de  x = 
«y,  de  laquelle  on  tire  a — — — —y  du  ^ 

^ d — H*  dji*  -i-f'  d u' 

P 
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a' à —a^u'dy'^  -+■  du^z^zy^J »*  j donc_^^  du*  — 
a* y*  d U*  z^a* d y* — a*  u*dy*  ^ Sc  par  l'extraflioD  des 
racines  — ■ . équation  dans  laquelle  les 

variables  font  feparées,  & que  nous  avons  intégrée  dans 
la  première  Partie  Cliap.  II. 

CCCLXXIII. 

PROBLEME  II.  Intégrer  les  équations  différentiel- 
les homogènes , a trois  & tant  de  variables  qu’on  vou- 
dra, lorfque  ces  équations  ne  renferment  point  de  Gon- 
flantes . 

Solution.  Soit  Ad u-^-Bdy—^C dz  = o l’equa- 
tion  a intégrer,  dans  laquelle  A^ByC  font  des  fon- 
élions  homogènes  des  variables  fans  Gonflantes. 

Nous  ne  lui  donnons  que  trois  variables,  par  ce  que 
celles  qui  en  ont  un  plus  grand  nombre  ne  demandent 
pas  d’autres  calculs.  On  s’affùrera  d’abord  par  les  réglés 
du  premier  Chapitre,  que  l’equation  eft  poffible;  car, 
fl  elle  fe  trouvoit  abfurde , il  faudroit  l’abandonner . 
Enfuite  on  fera  y — xuy  8c  z = »r,  & on  fubflitue- 
ra  ces  valeurs  de  / & de  z dans  toute  l’equation . Il 
eft  évident , qu’en  fubflituant  * u pour  / , 8c  uf  pour 
Z dans  la  fonélion  A^  qui  renferme  des  z,  des  >»,  & 
des  Z fans  Gonflantes,  cette  fonélion  fe  cliangera  en  une 
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autre,  qui  fera  compofce  de  * elcvée  a une  puiflance 
du  degré  de  la  fonflion  A & multipliée  par  une  fon- 
élion  de  « & de  /:  de  même  la  fonflion  B,  qu’on  fup- 
pofe  de  la  même  dlmenfion  que  la  fonélion  fe  chan- 
gera en  une  autre  fonélion  compofée  de  la  même  puif- 
fànce  de  *,  multipliée  par  une  autre  fonélion  de  «,  & 
de  r,  & ainfi  de  la  fonélion  C.  Suppofant  donc  que  m 
reprefente  le  degré  des  fonélions  A^  Cy  8c  que 
F y G y H foierit  des  fonélions  différentes  de  » & de  r : 
fubflituons  x”’  F pour  A y x”  G pour  B , & x”  H pour 
C;  mettons  aiilfi  pour  ci/  Ca.  valeur  xd u-^-ud x y & 
pour  dzy  fa  valeur  xd t—^td Xy  ilefl  évident  qu’on 
aura  la  transformée  fuivante  x”  d x (F— i-G 

G<^«— ‘ = ou,  en  divilânt  tous  les 

termes  par  * , — — t-rj — — :o.  Or  dans  le- 

quation  mile  fous  cette  forme  il  efl  clair,  que  les  m 
font  feparées  des  u 8c  des  t fans  x,  puifque  les  fonélions 
F yG  y H ne  contiennent  que  des  «,  & des  t fans  x.  L’intégrale 

de  cette  équation  fera  donc  L.x-i-S.  égalée  a 

ime  confiante  ; & puifqu  on  fuppofe  qu’on  a reconnù  d’a- 
bord que  l'equation  propofée  etoit  intégrable,  & que  nous 
venons  de  voir  que  fon  intégrale  efl  toujours  L.*— »- 
S.  ' , il  faut  neceffairement  que  la  différentielle 

foit  complette.  On  trouvera  donc  fon  inté- 


lîS  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 
grale  par  les  Problèmes  du  Chapitre  I.,  & l'ayant  ajou- 
tée au  logarithme  hyperboli<jue  de  »,  on  aura  l’inté- 
grale cherchée. 

CCCLXXIV. 

Corollaire  I.  De  ce  que  l’equation  Adx-i- 
BJ^-¥CJz~o  s’eft  changée  en 
qui  efl  une  difTérentielle  complette,  on  peut  tirer  tout 
de  fuite  le  faflcur  M,  par  lequel  il  auroit  fallu  multi- 
plier tous  fes  termes  pour  l'intégrer  fans  la  feparation 
des  indéterminées.  Car  il  efl  aife  de  voir  que  Adx 
B d y—^rC dz  n’efl  devcnüe  cette  même  différentielle 
complette,  qu’en  divifant  tous  les  termes  par  X 

(E— *-G«-t-Hr),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 
xA-VyB-^zC\  puifque  ‘ E = ' G « 

=:x'"G«x  = 5«x  = S;',  & ^ Ht  — x”H  r x = 

Cfx  = C2.  Donc  — *' ^ " cfl  une  différen- 
tielle  complette;  par  confequent  c - 

faéleur  M cherché,  qui  avoit  difparû  par  l’égalité  a zéro, 
&,  qui  euut  rétabli,  rend  la  différentielle  complette. 

CCCLXXV. 

Corollaire  II.  On  peut  déduire  de  Ik  aifé- 
ment  le  beau  Theoreme  de  M.  Fontaine  fçavoir,  • que , 
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fi  Adit~^Bdy-^-Cdz  e(l  une  différentielle  homogène 

fins  confiantes,  & telle  que  m foit  le  degré  des  fon- 
dions A y B y C y l’intégralc  de  cette  différentielle  fera 
"•  démontrer,  reprenons  la  quan- 

tité x"’dx{F~hGu-^Ht)-hx”-*^Cdit-^x’^~*‘^Hdr  ; 
qui  eft  ce  que  devient  Adx—^Bdy—^Cdxy  en  f.ii- 
fant  / = *«,  & x — xr-y  il  efi  aifé  de  voir  que,  fi 
cette  quantité  efi  intégrable,  fon  intégrale  ne  peut  être 

autre  chofe,  que  t-G»— t-Hr),  que  l’on  a 

en  intégrant  le  premier  nombre  x”dx(^F-\-Gu-¥Ht)y 
X feule  variant,  & qu’il  ne  faut  lui  ajouter  aucune 
fondion  de  m &:  de  r;  puifque,  fi  l’on  en  ajoutoit  une, 
lorfqu’on  la  diflérentieroit  enfuite,  ce  qui  en  viendroit 
ne  feroit  point  multiplié  p.ar  comme  le  font 

les  termes  G du  y 8c  x”~^^  Hd  t.  Cela  pofé  , 

remettons  dans  {F -¥G u-^-Ht)  la  fra- 

dion  ^ pour  «,  la  fradion  pour  r,  A pour  w*”/, 
B pour  x”  G y 8c  C pour  x"”  H , 8c  nous  aurons 
pour  l’intégrale  de  Adx-^Bd^-trCz, 
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CCCLXXVI. 

Corollaire  III.  Puifque 
&e.  étant  des  fondions  homogènes,  comme  Ans  le 
Corollaire  precedent,  on  a toujours  l’intégrale 

s’enfuit  que,  pour  avoir  l’intégrale 
de  ces  fortes  de  différentielles,  il  fuffit  de  fubflituer  a 
la  place  de  d/y  dx  Ô’r.  leurs  variables  refpeéli- 
ves,  & divifer  ce  qui  en  provient  par  le  nombre  qui 
exprime  le  degré  de  dimenfion  de  cette  fon£lion  ainfi 
réduite.  Suppofons  que  V foit  une  fonftion  homogène 
de  X y y y Xy  enfortc  que  d F—  Adx-^Bdy—^Cdxy 

on  aura  toujours  , en  luppolant  que 

n (bit  la  dimenfion  homogène  de  cette  fonélion . Il 
eft  évident  que  le  nombre  n efl  égal  a puifquc 

par  la  fubditution  des  variables  a la  place  de  leurs  dif- 
férentielles, le  degré  de  dimenfion  doit  croître  d’une 
unité.  Nous  éclaircirons  ce  Corollaire  par  quelques 
exemples . 

i.“  Soit  dV=i 

iy^Jy—iyj>xdy-i-îyxxdx—ix^<i*-hy*d*—**dy  . 

(>-*)'  ’ 

ftituant  X pour  dxy  8c  y pour  <//,  on  aura,  en  divi- 
fant  par  2 , degré  de  la  dimenfion  homogène 

^y* — x-htyx^  — IX*  y 
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2.*  Soit  d V—  aura,  en  fai- 

(7/-+X*)' 

fant  les  mêmes  fubftitutions,  = » F,  &,  en 

divifant  par  »,  qui  dans  ce  cas  devient  — 4,  on  aura 

(//-+**)’ 

O O • J J r r-Hf  IX  *(ydx  — xd  y)  , 

?.  Son  dV—xxdxL.- 1 ^ 

on  aura,  en  fubftituant,  & en  divifant  par  2 degré  de 

la  dimenfion  V=  x x JL.  ^ . 

y—* 

On  voit  par  ces  Exemples , qu’on  pourra  intégrer 
facilement  par  cette  voie  toutes  les  différentielles  de 
cette  forme , & d’un  nombre  quelconque  de  variables  ; 
ce  qui  deviendroit  fouvent  trc-penible  par  d’autres  mé- 
thodes. 

Il  eft  évident,  que  les  deux  Corollaires  précédons 
fubfiflcront , en  fuppofant  un  nombre  quelconque  de 
fondions  5,  C,  Ô’r.  = 0,  & par  confequent  fuppofant 
que  y foit  une  fonélion  homogène  de  la  feule  variable 
X.  On  auroit  dans  ce  cas  F'=/»x”,  & en  différentiant 
dV=^nax'~'  dx-  on  auroit,  fubftituant  x a la  place 
de  dxy  & divifant  par  »,  l'intégrale  precedente  »x". 
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CCCLXXVII. 

PROBLEME  III.  Rendre  homogène  l’equation  ge- 
nerale de  fon  degré  {^X’^ay')d>t‘-\r{bx-¥cy-^f)dy=o^ 
pour  l’intégrer  par  la  feparation  des  indéterminées. 

Solution.  i.“  Si  les  coefficiens  a 8c  l>  etoient 
les  mêmes  & avec  les  mêmes  fignes  dans  cette  équa- 
tion, on  n’auroit  p.is  befoin  de  feparcr  les  indétermi- 
nées pour  l’intégrer,  puifqu’alors  xdx-^t.^’ijdx-^xdy) 

-+  cy  dy  -¥f  dy=.o  y & fon  intégrale  x y — <r  x y — f- 
~cyy-^f y=zC  confiante. 

2.  ° si  le  terme  f etoit  nul , l’equation  feroit  ho- 
mogène, & on  auroit  ce  qu’on  cherche. 

3. ®  Si  y n’cfl  point  zéro,  ay  a— 1>,  ny  de  mê- 
me figne,  on  fuppofera  x=z— t-p,  8c  y=zu-¥q;  z & 
U étant  deux  nouvelles  variables,  & p,<7  deux  confian- 
tes indéterminées,  ou  arbitraires;  d’où  l’on  tirera  dx  — 
dz.^  8c  dyz=duy  8c  fubflituant  ces  valeurs  dans  l’equa- 
tion  propofée,  on  la  cliangera  en  {z-^au-^-p-\raq)dz 
^{bz^cu-¥bp—^cq—¥f)duc=:o.  Or  cette  transfor- 
mée feroit  homogène,  fi  les  termes  de  quantités  con- 
fiantes p-^aq^  8c  bp—^cq—^f  etoient  égaux  a zéro, 
puifqu’alors  l’equation  deviendroit  {z-i-au)  dz-^-{bz 

eu)  d . Il  faut  donc  fuppofer  p a qz=zo  ^ 8c 

bp-h 
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Ï2I 


bp-^cq^f~o\  d’où  l’on  tire  p = — ^ & q : 
2jf_~  î confequent  *=z — TT^c  » ^ / = «- 


. Donc,  fl  l’on  fubflitue  ces  valeurs  dans  l’equa- 

tion  propofée  , on  la  réduira  a l’equation  homogène 
( *-4- iï«) </*-»-( ~o . Enfuite  on  fepa- 
rera  les  indéterminées  dans  cette  équation  par  le 
Problème  I.  en  faifant  &:  d'^=uds-\- 

s du]  ce  qui  donnera,  par  fubhitution,  & en  divifant 
par  tt,  l’equation  {s—^‘a)ttd  s -¥{$$-*■  ai-^  b s^c  ) d u 

d»  N I*  du  (s^^a^ds  ç 1 

OU  Ion  aura  — -n — ~ = o &,  en  in- 

tégrant,  L.  «-+-S. — LilUlii— = C.  conftante. 

Il  faut  remarquer  que,  fi  dans  l’equation  propofée 

on  avoit  ab~c^  les  confiantes  p = — JT~p  ■>  ^ î — 

— 7-i — feroient  infinies,  & la  méthode  dont  nous  nous 

fommes fervis , ne  feroit  rien connoître.  Mais,  fi  dans  ce 
cas  on  fubfiitue  b a ^\x  lieu  de  r dans  l’equation , elle  devient 
y)d u—i‘(^bii—k-bap^f)d)f=o^  ou  (^x—¥ay')dx 
-¥{x-^ay)  b dy^f  dy=o  ; fuppofant  maintenant 
x-i-ay  — t y on  aura  x:=t  — ay  y dx  — dt  — <*dy  y 
(^x-^ay)  d x = tdt  — »fdy  y {x—^ay)bdy  — btdyy 
& l’equation  entière  fera  tdt  — atdy-^rbtdy-^ 

Q. 
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— ou  ^ — H ^/  = 0 , équation  dans  la- 
quelle les  indéterminées  font  feparées. 

CCGLXXVIII. 

Si  on  vouloir  intégrer  l’equation  homogène  prece- 
dente (*— t-tf »~ctt)<y«=o  fans  feparer 
les  indéterminées,  on  trouvera  aifément  le  facleur  qui 
rendra  cette  différentielle  complette.  Il  ne  faudra  pour 
cela  qu’avoir  recours  au  Corollaire  I.  du  Problème  II. 
(Art.  cccLXXiv. ),  où  nous  avons  démontre  que  le 
fiilcur  dans  les  différentielles  homogènes  etoit  généra- 
lement ^ confequent  dans  le  cas 

prefent , = J ^ 

fubflituant  a la  place  de  m,  z,  & de  leurs  différentiel- 
les, leurs  valeurs  refpeélives,  on  retrouvera  la  même 
différentielle,  dans  laquelle  nous  avons  déterminé  le  fa- 
éleur  par  une  méthode  plus  longue  (Art.  cccxLin.). 

On  pourroit  trouver,  fi  on  vouloir,  d’autres  fa- 
veurs (Art.  CCCXLVIII.);  & il  ne  faut  pas  omettre 
que  cela  eft  quelquefois  neceffaire  : par  exemple , fi 
Ax—hBy=.o^  comme  il  arrive  dans  l’equation  y du 

— xdyz=zo.  Le  faéleur  -3 — ^-5—  feroit — î ; & par 

confequent  il  faudroit  divifer  la  différentielle  paro.x^,  c’efl 
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a dire,  par  zéro;  mais  puifquon  peut  prendre  un  multiple 
quelconque  de  ce  divifeur  ( par  l’endroit  cité  ) on  prendra 

x° , & la  différentielle  complette  fera  ^ 

dont  l’intégrale  eff  y.  Si  on  vouloir  prendre  le  mul- 
tiplicateur , on  auroit  alors  » 

dont  l’intégrale  eft  L.x  — L./=zL.-j . 

CCCLXXIX. 

Si  dans  la  différentielle  du  Problème  precedent  on 
ajoutoit  un  coefficient,  qui  ne  fût  point  affeélé  de  va- 
riables, pour  lui  donner  cette  autre  forme  (g-^-ex-h 
ay)dx-¥{^bx-¥cy^f)dy=:o^  en  fuppolànt  de  mê- 
me que  dans  cette  folution,  x=*:-4-p,  & / = «— 

On  auroit  l’equation  {g-¥ep-¥aq—^ex-^rau)d%-^• 
{f—^-bp-\rcq-¥bx,-^cu)duz=z.Oy  dans  laquelle  faifant 
g-¥  e p-^-  a q — O yS(.f b P —^c  q—o  ^ oninr^h.  transfor- 
mée homogène  {e%-^ au)d7i—\-{b%-^c u)d  «=o,dont  le 

fa£leur= -, — -7T — . On  pourra  donc  de  mé- 

me  intégrer  cette  différentielle  par  la  feparation  des  in- 
déterminées, ou,  fans  les  feparer,  en  multipliant  parle 
fafleur;  mais  nous  avons  déjà  intégré  ailleurs  cette  dif- 
férentielle. 
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CCCLXXX. 

PROBLEME  IV.  Trouver  les  conditions  que  doi- 
vent avoir  les  expofans  des  variables  dans  les  équations 
diflcrentielles  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  a deux 
variables  feulement,  pour  qu’on  puifl'e  les  rendre  ho- 
mogènes, & les  intégrer  enfuite  par  la  feparation  des 
indéterminées . 

SoLUTiov . I.  ° Lorfque  les  équations  n’ont  que 
trois  termes,  on  peut  toujours  les  reprefenter  par  cette 

formule  generale  ay” x”' y‘ dy:=o  ^ 
les  expofans  des  variables  étant  des  nombres  quelcon- 
ques ou  zéro.  Suppofant  d’abord  que  la  fomme  des 
expofans  n’eft  pas  U même  dans  chaque  terme , puifqu- 

alors  l’equation  feroit  homogène,  on  fera z e- 
tant  une  nouvelle  variable,  l’expofant  une  con- 
fiante arbitrarie.  On  aura  dy='7rz^~'  dz,  , 

^ ^ y ■=■'37 \ 8c  par  fubflitution  az^’’x’”dx—¥- 

b7'^ydx-^c-33x'7‘~^'‘'~‘'^dz  = o.  Or  pour  rendre 
cette  équation  homogène , il  faut  que  la  fomme  des 
expofans  foit  la  même  dans  chaque  terme.  On  aura 
donc  ces  deux  égalités,  nn-¥m  = -x  q-^p  = r-^-3rs 

-+  Z-  — I . On  tire  de  la  première  -x  = & fubfll- 
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tuant  dans  la  féconde  cette  valeur  au  lieu  da  tt  ^ on 
trouve  (;  — q-¥i){p  — — r-+•I)(^;  — q)^ 

équation  qui  exprime  la  condition  que  doivent  avoir 
les  expolàns  de  la  propofe'e,  pour  qu’on  puifle  la  rendre 

homogène  par  la  fubîlitution  de  au  lieu  de  /. 

Neantmoins  cette  fubftitution  eft  impolTible  , lorf- 
que  p=m^  o\xn—q\  mais  alors  on  pourra  feparer  tout 
d’un  coup  les  indéterminées  dans  l’equatiou  propofée; 

car  fl  p — m^  elle  devient  = 0 > & 

fl  n=q^  elle  devient 4 -H- 'dx — cp’  ” 

= 0. 

2.®  Lorfque  les  équations  font  compofées  de  qua- 
tre termes,  on  peut  toujours  les  reprefenter  par  cette 

formule  generele  ap”  x” dx-^-bp^ d x-^cx^p’ dp-h 

f x'p'^  d P :=io  . On  fuppofera  encore  / = , & on 

trouvera  par  fubftitution  ax"” x”’ dx-^bz'^^x^ d x 

CTTx%  dz-¥f-7rxx  dx-=Oy  on  aura 

donc  les  trois  équations  fuivantes  entre  les  fommes  des 
expofans  q—^p-=.r—^-n %-^-n  — i=r-4- 

-J7 T--t-Tr  — I . La  première  équation  -n  n~->fm-=zzn  q-¥p 

donne  ; la  fécondé  équation  it q-¥p~r-^ 

Tj-î— »-7r  — I,  après  avoir  fubftitué  la  valeur  de 
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qu’on  vient  de  trouver,  & avoir  rediût  le  tout,  donne 
(p—r^i)(n—q)z=z(s—q--^l)(p—m)y  pour  la 
première  condition  des  expofans.  La  troifieme  équation 
vq—^pz=t-^rTrr-\--n — i,  après  la  fubftitution  de 
la  valeur  de  tt  & la  reduclion  donne  (p  — r— 4-i)X 
(m  — ^)  = (r  — — pour  la  fécondé  con- 

dition des  expofans;  & s’ils  ont  ces  deux  conditions, 
l’equation  de  quatre  termes  propofée  deviendra  homoge- 

ne  par  la  fubftitution  de  au  lieu  de  /. 

3.°  On  voit  facilement  qu’on  trouvera  de  la 
même  maniéré,  que  les  expofans  doivent  avoir  trois 
conditions  pour  les  équations  de  cinq  termes,  quatre 
conditions  pour  les  équations  de  fix  termes,  & ainfi 
de  fuite . C.  ^ F.  T. 

CCCLXXXI. 

On  peut  fe  fervir  de  ce  Problème  pour  examiner 
lï  les  expofans  des  deux  variables  dans  une  équation 
propofée  ont  les  conditions  requifés  pour  qu’on  puiifc 
rendre  cette  équation  homogène,  en  fuppoiànt  une  de 

fes  variables  /,  ou  x,  égalé  a « étant  une  nouvel- 
le variable  avec  fon  expofant  arbitraire  -w.  On  n’a 
pour  cela  qu’a  comparer  l’equation  propofee  avec  la 
formule  generale  qui  luy  convient,  déterminer  les  ex- 
polàns  de  la  formule  generale  par  ceux  qui  leur  repon- 
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dent  dans  la  propofée,  8c  fubftltuer  enfulte  leurs  va- 
leurs dans  les  équations  de  condition , que  fournit  le 
Problème.  Si  ces  équations  de  condition  fe  vérifient, 
on  pourra  rendre  l’equation  propofce  homogène  par  la 
fubllitution  de  z*,  & on  aura  la  valeur  de  l’expofant 
•».  Si  on  propofoit,  par  exemple,  l’equation  de  trois 

I 1 

termes  4/*  AI on  la  com- 
pareroit  avec  la  formule  generale  de  trois  termes 
a/”  x’”  dx-+cx^y = 8c  on  trouveroit 

« = 3,  OT  = = 2 , p = o,r  = -^  , s=o;  en  fubfli- 

tuant  ces  valeurs  dans  l’equation  de  condition  (r — q 
— t- 1 ) (/>  — m)=(p — r-4-i)(»  — ^),  on  trouveroit 

l’égalité  (0— 2-n)(o  — -;)  = (o  — |-m)(3— 2), 

ou  — I X — •“  =-f  X I « On  en  conclùroit  donc 

que  l’equation  propofée  peut  être  rendue  homogène  en 

O—  * 

fuppofant  >'  = *’■,&  7r=l^  = = — 7 ; 

1 

confequent  *•  En  effet,  fi  on  fuppofe  / = 

—2  _i 

X * , & qu’on  fubfiitue  z * pour  , x~  ‘ pour  , 

J 

8c  — ~x  ’dx  pour  <//  dans  l’equation  propofée,  elle 
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devient  4*  *-3*  <^*-4*3X*  z dz~o  ^ 

équation  homogène. 

CCCLXXXII. 


PROBLEME  V.  Septirer  les  indéterminées  dans  le- 

quation  différentielle  a deux  variables  aX/ d y 

Xdx-^-cy^  X"dx=zo^  dans  laquelle  X,  X',  X' 
font  des  fonflions  quelconques  de  * & de  confiantes. 
Solution,  i."  En  divilant  toute  1 équation 


d’abord  par  y^ , & apres  par  a X,  on  la  réduit 


quation  y 


î 


dy 


X'dx 

aX 


cX"dx 

^ T-  =0 

a X 


a l’e- 
, dans 


laquelle  on  a le  premier  terme  y’'  dy  tout  en  /, 
& le  dernier  terme  ^ tout  en  x. 

a X 

i.°  Donc,  fi  on  pouvoit  trouver  une  fonélion  V 
de  X & de  confiantes,  telle  qu’en  multipliant  toute 
l’equation  ainfi  réduite,  elle  rendît  fes  deux  premiers 

termes  Vy”~^ dy—^'' une  différentielle 
exaéle,  on  trouveroit  l’intégrale  de  toute  l’equation  en 
cherchant  celle  de  la  différentielle  exafle  par  la  métho- 
de du  Chapitre  I-,  & enfuite  celle  du  dernier  terme 

par  les  méthodes  de  la  première  Partie,  puif- 


que 
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que  ce  dernier  terme  ne  contiendroit  qu’une  feule  va- 
riable X. 

3.“  Cela  pofé,  fl  on  fuppofe  ~ — = 


8c  F/”  ^ = & par  confequenc  toute  la  différen- 

tielle exa£le  =zAtix—¥-Bd/ y on  aura  (Art. cccxxxii.) 

1’  * ((VS)  ’n.  I'  * 

1 équation  celt  a dire,  quen  prenant 


la  différentielle  de  A en  ne  faifant  varier  que  8c 
en  la  divifant  par  d/y  8c  enfuite  la  différentielle  de  S, 
en  ne  fiifint  varier  que  *,  8c  divifint  par  dxy  on 


aura  l’equation 


x)t.r  X‘y'‘~‘l 


aX 


dx 


d’où 


I*  • ( n ““  <7  Z ^ & JC  X d A • / i.j 

Ion  tire  ^ ^ en  intégrant  de 
part  & d autre  £.^=5^.— — • En  prenant 


e pour  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  efl: 
l’unité;  c’eft  a dire,  en  fuppofant  L. <r=i,  on  a 

r.  (»  — 7-4-l)iXW»  (n  — <]-t-\)iX'dx  , 

ô. — a.  . j^.e  — 


^ HX'Jw 

L,e'  , en  mettant  k pour  » — t-i.  On  anra 

y ***"'^' 

donc  L.V—L.e'  , &en  repalTant  des  logarith- 

j klX'Jt 

mes  aux  nombres  Vz=.e  ' . Donc  puifque  l’inté- 
grale peut  toujours  fe  trouver  par  les  rae- 

R 
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tluxles  de  la  première  Partie,  on  connoîtra  la  valeur 
de  la  fonftion  V de  x,  qu’on  cherchoit,  & on  pourra 
par  confequent  intégrer  l’cquation  propofee . 


V/ 

V/ 


4.“  Si  on  met  é 

“*î  J ..  . t X' J X 


S.- 


t X'Jt 

pour  V dans  l’equation 

erx  -jx  , . , 

= “ quantité 

ou  B dy—hAd  X fera  une 


difTérentiellc  exafte,  dont  l’intégrale  peut  fe  trouver 
par  les  méthodes  du  Chapitre  I. , en  intégrant  le  feul 

terme  Bdy^  ou  ^y’‘~^dy^  dans  la  fuppofition  âe  y 
feule  variable,  & de  x confiante.  Or  l’intégrale  de  ce 

terme  dans  cette  fuppofition  efi  • 

„ J 

Donc  l’intégrale  de  toute  l’equation  fera  —f 1- 


S.  J.  — = C confiante , & «n  remettant  e ' ' 

aX  ' 


» . hx'jm  v"j  r LîSiL\ 

pour  Fy  on  aura  -j- . ^ ^ ^ J 

CP  \ 

) 

par  comequent  / — 


. 71  x‘j  , — 


kC 


»>  XV» 
sX 
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8c  y = 


C.e 


s. 


^31 


ii  X'it 

• X 


-4^ 


'J*  s. 


e'  J ; les  indéterminées  feront  donc  toujours 

feparées  , & l’equation  intégrée  par  cette  méthode . 
C.  ^ F.  T. 

Si  ky  OU  fl  — q-^i  etoit  zéro,  les  quantités  qui 
font  divifées  par  k deviendraient  infinies,  & la  métho- 
de paroîtroit  ne  rien  donner;  mais  dans  ce  cas  on  au- 
roit  « — q— — I,  & l’equation  propofée  fe  réduirait 

a celle-cy  — — t — — i — j^=o,  dont  1 intégrale 


cft  L./— 


X'dx 

X 


C 


a 


JfVjr 

X 


= C confiante. 


CCCLXXXIII. 

Corollaire  I.  Si  dans  l’equation  propofée  on 
fuppofe  X'=x",  & X=h'-^\  on 

= — — ^ ( par  la  Solution  precedente 
N.”  3.),  & en  intégrant  de  part  & d’autre 
L.X  — L.V  y ou  è L.  X L.  F y en  écrivant  A pour 
(»— ^-4-1)»  ^ confequent  L./  = L.  T,  & x^=iV. 

Donc  en  fubftituant  x^  pour  Vy  8c  x"~*'^  pour  X dans 
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l’intcgrale  ■— =C,  cette  intégrale  ilc vien- 

dra J4Î— = ou  / = 

k a ' 

1 J 

X 


CCCLXXXIV. 

Corollaire  II.  Si  l’equation  propofée  etoit 
(t  x"y  djf X dx  — dx  = o;  en  k comparant 
avec  celle  du  Problème  aXy”  dy  — +•  by”~^''  X'd  x — t- 
cy'^  X"d  * = 0 , on  trouveroi  t X = x” , X — f X'J 
= — i;  par  confequent  y^  —y  =i>  X'=*°  — i,  & 

P (1»  — q -i-  l)  b x'd  X (»-+l)A*^  "rf*  ^ 

r__— I,  fie  jf ;;  , 


f,  (^n~q-t-l)b  Xd  X (ti-hl)bx‘  _ r/__ 

O»  ^ v*  " ' ^ ^ ^ 


(■-«-T)* 


aX 

f — XK  -►  1 


(/>  — »i-4-  I ) » > 


— n -»  I ) 


' , 8c  l’intégrale  de  toute  l’equation 


S’  ‘ ^ ~ ^ deviendroit  «•♦»)» 

,+  S\-~^H-"’dxXe  J = C. 


/ — IH  -►! 
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CCCLXXXV. 

Lemme  I.  Toutes  les  équations  diflcrentielles  a. 
deux  variables  8c  a trois  termes  peuvent  fe  réduire  a 
cette  forme  dy=za  k"' d x d x . 

Démonstration.  Puifque  ces  équations  ont  ne- 
celTairement  deux  termes,  où  fe  trouve  la  difl'érence 
d’une  même  variable , & un  troifieme  terme , où  eft  la 
différence  de  l’autre  variable , il  eft  évident  quelles 
peuvent  toujours  être  comprifes  fous  cette  forme  gene- 
rale A d u = B d z-i-C li'x.'^d Z ^ dans  laquelle 

A,B,C  defignent  des  confiantes  quelconques,  & les 
expofans  a, /?,  7,  J',  A,  ju.  des  nombres  quelconques  ou 
zéro.  Or  divifiint  toute  cette  équation  par  Az  t? ^ on 

la  réduit  a celle-cy  du=:^z^'~'“  dz-^  ^'**^~*^ 

dz^  qu’on  peut  exprimer  ainfi  u’  du-=.Ez  dz 

1 

—{■Fu  Z dz\  & fx  on  fait  ou 

» 

on  en  tirera  ü*du~  & par  fubflitu-  ^ 

f 

tion  dy  — {-^—^i)Ezdz-*-(^-TT-^-i)Fy’'^'zdz^ 
qu’on  peut  exprimer  ainfx  d y — G z d z-^  Hy^  z dz, 

I 

De  même,  fx  on  fait  ou  » = on  en 
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• 9 i ^ ® T 7 ^ t I I 9 t . 

tireras;  % =x  y dxy 

T— y 

X — dx^  & par  fubfHtution  dyz=z-^^^  X 

T — r 

'd X-+  ou  d/^=ax”’d d Xy  en 

mettant  a pour  ^ ^ ”* 

C.  E.  D. 

CCCLXXXVI. 

PROBLEME  VI.  Une  équation  différentielle  quel- 

conque a deux  variables,  8c  a trois  termes  étant  don- 
née, feparer  les  indéterminées  pour  l’intégrer  enfuite, 

ou  l’intégrer  en  les  feparant . 

Solution  . Nous  venons  de  démontrer  que  l’equation 
propofée  peut  toujours  fe  réduire  a cette  forme  djf~ 
ax” dx—\-b^‘> dx ^ qu’on  pourra  refoudre  comme  il  fuit. 

1. °  Si  w=o,  ou  fi  l’equation  eft  dy=zadx-^ 

bjf^dxy  on  aura  dans  laquelle  les  varia- 

bles font  feparées. 

2. °  Si ^ , ou  fi  l’equation  tk  dy  — ax”' dx 

w 

-4- ‘ </x,  on  la  rendra  homogène  en  failànt  * = 
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1 

, & on  feparera  enfuite  les  indéterminées  (Art. 

I 

CCCLXXII.).  Car,  fi  on  fuppofe  on  aura 

w I ^ m^ii  tt9  t It 

X =z  , dx=;;^^x  </z,  * 

& l’equation  deviendra  = ‘ ^ 

*»  iw  m 

M l J / \1N-»>|»  m -»■  I I 

* <7z  , ou  (w— t-ij*  dz— t* 

m 

Z , qui  e(l  homogène  . 

3.  ° Si  ^ = I , ou  fi  l’équation  propofée  efl  dy  ~ 

ax”dx-i-bj/dxy  on  pourra  la  mettre  fous  cette  forme 

— y° df  —\rf x"” / d x-^-gy^  d x~o^  & la  comparer  avec 

la  formule  du  Problème  precedent  oXy” dy—^cy^ X" dx 

—^by”~*'*Xdx::^Oy  ce  qui  donnera  <»= — i,  « = o, 

X—x"  — c=.f^  b^=.g^  X'=*“ 

= I , & en  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’intégrale  de  ce 
Problème,  on  aura  celle  de  l’equation  propofée  dyzzz 

4. ®  Enfin  on  peut  toujours  intégrer  l’equatlon 

propofée,  en  feprant  en  meme  tems  les  indéterminées, 
par  la  méthode  de  Newton , que  nous  avons  expliquée 
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dans  le  Chapitre  precedent,  quelques  foient  les  nom- 
bres donnés  m 8c  q.  On  peut  même  trouver  une  in- 
finité de  fuites , qui  exprimeront  la  valeur  de  / en  x , 
en  laiflant  l’expofant  m indéterminé,  & prenant  un 

nombre  quelconque , comme  i , 2 , 3 , &c, , j y,  Ô’c. 

pour  l’expofant  8c  même  en  laiflant  aufli  cet  expo- 
fant  indéterminé , & en  formant  par  les  formules  de 
Newton  les  puiflances  q des  fuites  qui  expriment  les 

valeurs  de/ en  x.  Car  puifque  = — \-S,by  ci 

on  aura,  en  ajoutant  une  confiante  arbitraire  C,  / = 
C-t-  — hS.bjrdx;  ce  qui  peut  fournir  une  infi- 
nité de  fuites  différentes  pour  la  valeur  de  y en  x,  Sc 
en  confiantes,  comme  nous  l’avons  lait  voir.  Nous  al- 
lons donner  quelques  exemples  de  cette  méthode,  en 
laiflant  l’expofànt  m indéterminé. 

CCCLXXXVII. 

Exemple  I.  Soit  propoféc  l’equation  dy^ax”‘dx 
•^bydx]  en  intégrant  de  côté  & d’autre,  on  aura  /= 

— yS.bydxj  8c  en  prenant  premier 

terme  de  la  fuite,  qui  doit  exprimer  la  valeur  de  / en 

X & en  confiantes,  & X pour  la  fomme  des  autres  ter- 
mes 
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mes  de  cette  même  fuite,  de  forte  que  / = - 


X,  on  aura  bydit- 


bax” 


— d X b X d X',  S.  bf  d x~ 


■S.bXdx,8i/=- 


(m— hi)  "J  y »»— (-1  H) 

-*-S,b Xdx:  de  même  fi  on  fuppofe  que  X'  Ibit  la 
fomme  de  tous  les  termes  de  la  fuite  X après  le  pre- 

mier  de  cette  fuite  -7 — ; — 7-  , de  forte  qu’on  ait 


x= 


bax" 


■X';  on  aura  aufli  bXdx  — 


bèax”^^dx  . r-;xrj  b^  a x”  ■*  i 

7 r: axi  S.bXaxTzz--  — . , — 7 

( mn- 1 1 ) » 


•S.bX' dx . & y=rll. 

’ »I  - 


bax^ 


(w-4-l)(»j— hl) 


- -w  -►  3 

En  fuppofant  de  mé 


>•+1 


y—  on  trouvera 

S.bX'dx  = -+-  5.  bX"dx, 


&/=: 


i..»" 


■1  ('»-l-l)(»'-4-l) 

b^x  x”~*  * 

C „■ — ) ( m -T V ) c' H-  S K 4 4 J ^ ^ ^ ^ 

fuite  a l’infini. 
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Il  efl  donc  évident  que  la  méthode  de  Newton  â 
lieu  dans  les  équations  difi'érentiellcs  avec  des  expofans 
indéterminés,  Sc  qu’on  peut  fe  fervir  de  fes  Tables,  ou 
rcflangles  de  la  même  maniéré  qu’on  s’en  fert , lorfque 
les  expofans  font  tous  donnés  en  nombres  comme  nous 
allons  le  faire  voir  en  cherchant  la  fuite  qui  exprime 
la  valeur  de  / enx,  dans  la  fuppofition  que  le  premier 
terme  de  cette  fuite  foit  une  confiante  arbitraire  C, 
qu’on  ajoute  a l’intégrale,  de  forte  qu’on  ait/  = C— 

-^S.lf/dx  . Car  en  fuppofant  / = C -+•  '*J_^  ^ 
-+X,  on  aura  bydx—bCdx-\-  en 


intégrant  de  part  & d’autre,  S.bydx=.bCx- 


, ‘ , —4* y.  bXdx^ 

( /«  — h i ; m -H*  2 j 


■ bCi 


^^-^rS.bXdx.  En  continuant  l’opera- 
tion, comme  dans  la  Table  {Planche  VI.  Fig.  12.)  on 
trouvera 

I 1 ; (m-t-l)  (>«-+!  ) ) (m-t- 1 ) (i«H-  j)  (m-+4) 

■+C  -^bcx  -4-i^  e-f. 


On  voit  bien  que,  fi  l’expofant  m etoit  un  nom- 
bre entier  négatif  quelconque , il  y auroit  toujours  des 
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termes  dans  la  valeur  de  y , qui  auroient  zéro  pour 
dénominateur,  & qui  feroient  par  confequent  infinis, 
puifque  ces  dénominateurs  font  compofes  de  fafleurs 
OT-4-I,  WJ— 4-2,  WJ— 4*3,  ô’f.  Il  faudra  donc  alors  fe 
fervir  des  préparations  que  Newton  préfcrit,  en  fubfii- 
tuant  au  lieu  de  x la  même  variable,  ou  une  autre 
avec  une  confiante  arbitraire;  ou  bien  il  faudra  inté- 
grer par  les  logarithmes:  par  exemple,  fi  on  fuppofe 

wj  = — I,  l’intégrale  de  ou  de  prife  par 

les  logarithmes  fera  aL.x^  & on  aura  y~aL.>c—^- 
S.b  y d x:=a  L.X  -4-  S.Çù  a L.x  X.  d x -i-  b X d x)  :=  a L.  x 
—^baxL.x  — b ax-i-S.b  Xd  X y & on  pourra  continuer 
en  intégrant  toujours  par  les  logarithmes  fuivant  cette 
réglé  connue , que  l’intégrale  de  la  différentielle  loga- 
rithmique cx’’L.xXdx  efl  L. x . On 

pourrolt  pouffer  ces  remarques  beaucoup  plus  loin,  & 
elles  méritent  d’exercer  la  fagacité  des  jeunes  Geome- 
tres. 

CCCLXXXVIII. 

Exemple  II.  Soit  propofée  l’equation,  qu’on  ap- 
pelle communément  du  Comte  Rlccati^  dy=zax”'d x-^- 
hy^dx.  On  peut  la  refoudre,  comme  dans  l’Exemple 
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precedent,  fans  fe  fervir  des  Tables  ou  rectangles  de 

Newton.  Car  en  intégrant  de  part  & d’autre,  on  aura 
d’abord  / = fuppofant  enfuite , que 


la  ferie  qui  doit  exprimer  la  valeur  de/  en*  foit 
•H-X,  on  aura  /*  = 


» ^ ^ -4*  I V 


la  différentielle  by y d x~- 


( «-+!)*  ”'  +* 
-^bXXd Xy  &,  en  prenant  les  intégrales  de  côté  & 

d’autre,  on  trouvera  S.byyd x=z H 

5.  -+  S. b X X d X I par  confequent  y 


-I-  I 

S.bXXdx:  fuppofant  encore  X = ■ 


_ xbax”~''^Xdx 

H 


A-*»*"-"» 


( m 1 )’  ( I m -+■  J ) 

-+X';  & fubflituant  cette  valeur  de  X dans  les  diffé- 

«Av*  »•*  ^ * Y J ^ 

renticlles  , & bXXdx.  on  trouvera,  en 

»J  H-  I ' ' » 

prenant  les  intégrales,  d’autres  termes  de  la  fuite  qui 
doit  exprimer  la  valeur  de  / en  x;  mais  le  calcul  fera 
plus  court , fi  on  le  fait  par  la  méthode  de  Newton  , 
comme  on  le  voit  dans  la  Table  ( Planche  VIL  Fig.  13.)» 
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CCCLXXXIX. 

La  méthode , dont  nous  nous  fommes  fervls  pour 
refoudre  les  deux  équations  precedentes  par  les  Tables, 
ou  reélangles  de  Newton,  fournit  généralement  la  fe- 
paration  & l’intégration  en  meme  tems , lorfqu’elles 
font  polTibles;  il  ne  faut  cependant  pas  omettre  la  mé- 
thode particulière,  qu’on  a coutume  d’employer,  pour 

traiter  l’equation  du  dernier  exemple, 

bx”dx.  On  peut  déterminer  une  infinité  de  valeurs 
de  »»,  dans  leiquelles  cette  équation  feroit  feparable  ; 
on  obferve  pour  cela  que  les  variables  peuvent  être  fe- 
parées , fi  on  change  l’equation  propofée  en  une  autre  , 

ou  Sc  b foient  multipliés  par  une  même  puiiïance 
de  X.  Cette  transformation  fe  fait  par  le  moyen  des 
coefficiens , & des  expofans  indéterminés,  & en  intro- 
duifant  une  nouvelle  inconnue.  Suppofons / = f< 
on  aura,  en  différentiant , d/=pAx^  ^dx-+- 
^tdx-+x^dry  & fubftituant  a la  place  de  d^  8c 
y'  leurs  valeurs  refpeélives,  l’equation  precedente  de- 
viendra pAx  ^dx-^-qx^  ^ t d x—¥x^ dt-^ax^^  y^> 

ttdx-^aAAx^^dx—iriaAx^'^^fdx  — bx”'dx. 


142  Elemens  du  Calcul  Intégral 
Maintenant  pour  fatlsfaire  a la  condition  requifé,  fup- 
fons  P — i=2/>,  pA~¥aAA~Oj  p-i-q  — q — i, 

q-+2aA==o  , d’où  l’on  tire  p~ — i,  , 

q-=.  — 2,  & on  a la  transformée  dt->rax~^  y, 
trd x = bx” d X.  Or,  puifque  l’on  veut  que  aj/'  8c  b 
foient  multipliés  par  une  même  puiflance  de  *,  on  voit 
que  OT  = — 4,  & que  dans  ce  cas  l’equation  eft  fepa- 
rable . 

Soit  fait  de  plus  l’cquation  precedente  de- 
viendra dz-+ b x”‘~^  dx=za  X 8c  fuppofant 

%■=  A' x^  x’’ t\  on  aura  en  opérant  comme  dans 

la  fubflitution  precedente  p'A'x^~^dx-+q’x^~^t'dx-+ 

/df-^bx^^'-^”’-^^trdx-*-bA'^x'^'-^”‘-*-^dx-^2bX 
jf  M rax  = ax  ax.  Soit  iait , comme 

cy-de vant , 2 p'-¥m -+-  2 = p' — i , />  A'—^  b A'  = 0 , q'-¥ 
zbA'—o^q — 1=/)'— »-2;onaura/>= — m — 3, 
A'=z  ^ , q=- — 2»»  — d)  & la  fécondé  transfor- 
mée fera  x~^”*~^  dt  -¥bx~^'"~~  t't d x — ax~'d x ^ 
ou  dt'-¥bx~”^^ftdx=:ax*’”~*'^dx;  8c  puifque 
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— w — 4 doit  être  =2w— H4,  il  s’enfuit  que  m=z 

— y,  autre  cas  de  feparabilitc.  En  faifant  de  nou- 
veau r'  = y,  & r",  & continuant  fuc- 

ceflivement  les  mêmes  operations , on  trouvera  que 
l’equation  eft  feparable  fi  w = — y,  »j  — — y, 

w;  = — y , Ô'r. , & généralement  fi  r eft  un  nombre  ’ 
entier  pofitif  quelconque  i,  2,  3,  (l^c.y  l’equation  fera 

feparable  dans  tous  les  cas  de  m — ainfi  en 

fuppofant  r==i,  on  aura  m=.  — 4;  fi  r = 2,  on  au- 
ra  7M  — — y,  6'f.  De  plus  fi  on  confidere  la  loi 
des  expofans,  on  verra  que  dans  la  première  fubfti- 
tution  ^ — on  a />=: — i,  <7= — 2;  dans 

la  fécondé  fubftitution  on  a p'=— 

>« — 3,^'= — 2 — 6 y Sc  ainfi  de  fuite,  on  voit 
que  le  fécond  expolànt  eft  toujours  le  double  du  pre- 
mier, en  forte  que  l’expofant  p étant  — rm  — 2r — i, 
l’expofant  q fera  —irm — 4r— -2,  d’où  il  lera  aifê 
en  reprenant  les  fubftitutions  precedentes  de  former 
l’expreflion  generale  de  / = 
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/T#” 


A*  *-<-*  ’&e.Xt, 


f étant  une  variable  qu’on  déterminé  par  la  fubftitution 
dans  les  équations  feparées. 

Si  au  lieu  de  fublHtuer  y=.Ax^-^x^ comme 


on  a fait  d’abord  dans  l’equation  dj>-¥a/^d)t=zbx”’(lxy 
on  eût  fuppofe  premièrement / = Sc  enfuite  7i  — Ax^ 


on  trouveroit,  eu  fuivant  les  memes  opera- 
tions, une  infinité  d’autres  valeurs  de»;,  qui  rendroient 
l’equation  feparable.  On  fepareroit  avec  la  même  faci- 
lité les  variables  dans  l’equation  d}‘-^-a/*  x”  d x~ 
ùx"’dx.  Il  ne  faut  pour  cela  que  divifer  par  x’ , 8c 
faire  = z . 

Enfin  on  peut  appliquer  cette  méthode  aux  équa- 
tions qui  renferment  différentes  puiflances  Ae  d x 8c  dy. 
Car  il  eft  neceflàire  que  ces  fortes  d’équations  foient 
homogènes  par  rapport  aux  dimenfions  Aq  d x 8c  dy . 
C’ell  pourquoy  on  pourra  divifer  l'equation  par  une  di- 
menfion  de  dx^  qui  foit  égalé  a la  fomme  des  dimen- 
fions Ae  dx  8c  dy  y 8c  on  refoudra  l’equation  en  regar- 
dant ~ comme  l’inconnue.  D’où  il  eft  évident  qu’on 

(t  X i 

pourra  traiter  ces  équations , comme  fi  elles  ne  conte- 

noient 
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noient  (! a ^ d y qu’au  premier  degré.  Nous  ne  nous 
arrêterons  pas  davantage  a l’expiication  de  cette  mé- 
thode, laquelle,  quoiqu’elle  renferme  une  infinité  de 
cas,  en  lailfe  cependant  une  infinité  d’autres,  au  lieu 
que  la  méthode  tirée  des  reélangles  de  Newton  four- 
nit une  Solution  generale , Ik  donne  la  feparation  & 
l’intégration  par  la  même  operation . 

cccxc. 

Lemme  II.  Toutes  les  équations  dilférenticlles  du 
premier  ordre  a deux  variables,  St  a quatre  termes, 
peuvent  fe  réduire  a l’une  ou  l'autre  de  ces  deux  tor- 
mulcs . 

I.  ax”‘ dx-4-by^ X dx~{-cy dx  — dy=^o. 

II.  a x”’ d x—^by  d X -i-c  y X*  dj/  — d/=::^Oy  OU 
ad x—¥by  X d x-+cy  x”  dy — dy^=.o. 

Demonstratiom  . Dans  toutes  les  équations  de 
cette  forte  la  difiérence  d’une  des  deux  variables  fe 
trouve  dans  un  feiil  terme , ou  dans  deux  termes , ou 
dans  trois;  car  elle  ne  peut  pas  être  dans  tous  les  qua- 
tre termes,  par  ce  qu’alors  toute  l’equation  pourroit 
être  divifée  par  cette  difiérence,  & deviendroit  finie. 
Il  n’y  a donc  que  deux  cas:  le  premier  quand  la  difié- 
rence d’une  des  deux  variables  fe  trouve  dans  un  leul 
terme  de  l’equation , 5c  par  conléquent  la  différence  de 

T 
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l’autre  variable  dans  le  trois  autres  termes;  le  fécond 
cas,  quand  les  deux  diflérences  fe  trouvent  chacune 
dans  deux  termes. 

Suppofé  que  les  deux  variables  foient  z & «,  on 
peut  reprefenter  gencraleraent  le  premier  cas  par  l’equa- 
tion  k"  d U— B zf  d z-^C  u'  z“  d z-^Du  z*  d z=:Oy 
en  prenant  fi,  C,  D pour  des  quantités  quelcon- 
ques, & O,  (3,  7,  pour  des  nombres  auffi  quelcon- 
ques, ou  zéro.  Or  cette  équation  étant  divifée  par 
Azu^  fe  réduit  a la  forme  ^du-^Ez*  “dz-^ 

F U “dz—irCu  ^ Z “dz  = Oy  & celle-cy  en 

s — 7-i-l  S — 7 1 Jy 

faïunt  U =/>  011  w , & « = 

T 

fe  réduit  comme  dans  le  Lemme  precedent 
a la  forme  d^—^Hz*  “dz^Kj/^z^  ’ d z—¥ 


Z dz=oi  8c  cette  équation,  en  fiiifant  de  plus 

I 

f «-)-t . _f «J Jx 


devient  dy-¥Mx” dx—¥Ny^ z” dx-^Py' dx=.o  ^ ou 
enfin,  en  prenant  b,  c pour  des  quantités  quelcon- 
ques, & s pour  des  nombres  quelconques  ou 

zéro,  A x’” d x-^-by x”  d X'^cy" d x—dy  = o. 

On  peut  de  même  reprefenter  généralement  le  fé- 
cond cas  par  l’equation  Az“ d «-4-fiz*»’</«— t-Cw'X 
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%" dx-^rDu' Z* d%—o y laquelle,  étant divifée  par  Ax  u' ^ 

devient  u *'du-+Ex*~’  u ^ du-\-Fx  ’dz—t- 

Cu  dz=o  ^ & celle-cy  en  faifant 

1 

=/,  ou  devient 

d/-*-Hz*~'‘y^d y-^Kz'^~“ dz-i-Ly z^^”  dz~o  . 

Or  cette  équation,  en  fuppoiànt  =x,  fe  ré- 

duit a cette  forme  az" dx—^by  dz—¥cy  » dy — dy==:.o  j 

& fl,  au  lieu  de  fuppofer  a'  on  avoir  fait 

»^~"~*'i=x,  on  auroit  eù  la  troifieme  forme  adx-+- 
byx^  dx—hc/  x”d/^djfz::xo. 

CCCXCI. 

PROBLEME  VII.  Une  équation  différentielle  quel- 
conque du  premier  ordre  a deux  variables  & a quatre 
termes  étant  donnée,  en  feparer  les  indéterminées  a- 
vant  de  l’intégrer , ou  en  l’intégrant . 

Solution.  Cas  I.  Lorfque  l’equation  propofée  efl 

ax”d  x-i-byx”  dx-^cydx  — d/=o. 

i.°  Si  dans  cette  équation  & r=;;7:;r;-. 
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on 


la  rendra  homogène  en  faifant  x = Car  on  aura 


î iw  -♦  I 

tn  — r I 


. m w -*•  i »i  J I , 

X =z  , X dx=~~  (J  Z ; 


x”  ~z”^  ' y x”  d x=  jrT^~^'dz.  Subftituant  ces  va- 

^ M —4»  l 

leurs  dans  l’equation  propofce , elle  devient  -*• 

wi  — n B ^ nt  w •— *n 

^ y ni  i m i , c W‘^iw-^l|  . 

* dz-¥;;^y  Z dz  — dy  = Oy 


équation  homo;^cne , dont  on  pourra  feparer  les  indé- 
terminées, & cnfuice  intégrer  (Art.  CCCLXXII. ). 

2.“  Si  dans  l’cquation  propofée  on  fait  y=.x* u] 
S'  étant  un  cxpoHint  indéterminé,  & u une  nouvelle 

variable  , oa  aura  y = x / =x  u , a y — 

J'  U x^~~  ' d x-t-x*  d U y & par  fubllitution  la  propofée 

deviendra  æ x’”  dx-^bux^^~^"dx—¥cux’dx  — 

^ux*~'^dx  — x*du~Oy  équation  de  cinq  termes, 
qu’on  peut  réduire  a trois,  en  fuppofant  que  deux  des 
cinq  fe  detruifent  par  la  détermination  de  l’expofanc 
arbitraire  S'.  Après  avoir  tenté  difl'érentes  fuppofitions 
de  deux  termes  égalés  a zéro,  on  trouve  que  la  feule 

qu’on  puilTe  faire  fans  abfurdité  eft  b f/"  x^ ^ d x — ■ 

J'ux'^~'dx  = o’y  d’üîi  l’on  tire  ^=1,  = (- 
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H9 

M = J'  — I,  OU  M = — I,  & lfz=S''  ce  qui  réduit 
l’equation  propofée  a celle-cy  ax" d x-t-ù/ dx— h 
cy  dx — dy  — Of  qu’on  ramene  a l’equatlon  de  trois 

^ m J s B s J ù J m —B  j 

termes  as  ax^cu  x ax—‘x  au=zoy  ou  as  as 
^cu  x^‘  ^dx  — dw=^o^  en  faifant  . 

Si  dans  cette  équation  de  trois  termes  m — bi^ 

m^b  J . / m—^b  % t c,  m^b  j 

on  aura  as  a s-^c  u s a s:=za  Uy  <k  s as 

~ — équation  dans  laquelle  les  indéterminées 

a-hcu 

font  feparées. 

Si  dans  la  même  équation  î=i  , on  aura 

a x’”  ^dx—k~ctidx  — du=^Oy  ou  tt’du  — ctddx-— 

ax'"  ^dx  = Oy  qu’on  pourra  réduire  par  le  Problème 
( Art.  CCCLXXXii.  ).  Si  on  avoit  r=a,  l’equation 
auroit  la  forme  de  celle  de  Riccati,  dont  nous  venons 

de  parler.  Enfin  fi  on  avoit  ou  fi  l’equa- 

W — » 

• * m — • b J . I 

tion  croît  as  as^csi  s as  — du~Oy  ou 

pourroit  toujours  la  rendre  homogène,  & par  confe- 

quent  en  feparer  les  indéterminées.  Car  en  faifaiic 

jiri-H-i  .=±. 

, ou  X =*  , on  aura  x”-^^dx=, 
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m -4-  r f»  -«•  1 —T" 


m 1 
I -»■  i — * 


w— 4-1  I w-»-!— # I m— Hi  I 

& , & l’equation  , apres  la 


fubflitution  , feroit  ”7  ^~T à z-¥  — ;77  * /“  X 

? W — f*  1 — * i»  *»»  “*•  • — " ' ' 


m-t-  I — ^ 


cu"'*'dz  — du  = o^  qu’on  rendroit  homogène  en  fup- 

m m 

pofant  z=:=V”~^  ' y puifqu’on  auroit  = dz^ 

— m 

—L^V”'^"dVy  zrdz=—^dVy  & u”-^'dz== 

w — »* 

w I 

3.°  Enfin,  en  mettant  l’equation  propofée  fous 
cette  forme  »-c^^  , on  la  pourra 

toujours  intégrer  en  feparant  en  même  tems  les  indé- 
terminées par  la  méthode  de  Newton,  quelques  nom- 
bres donnés  que  foient  les  expofans  p & y,  quand  bien 
même  les  expofans  w,  & w demeureroient  indétermi- 
nés. On  n’aura  pour  cela,  qu’a  plaçer  le  terme  ax”' 
dans  le  reêlangle  horifontal  au  haut  de  la  table,  & les 
deux  autres  termes  -^b/x"  & dans  le  reflan- 

gle  vertical  vers  la  gauche,  & operer  enfuite  fuivant 
les  réglés  de  la  méthode,  comme  dans  le  Problème 
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precedent.  On  peut  en  faire  un  efl'ai  fur  l’equation  dy 

zzzax’”  d by  x”  dx—^cy^ dxy  fur  laquelle  on  a beau- 
coup travaillé,  apparemment  a caufe  de  là  relTemblance 
avec  celle  de  Riccati.  Cette  équation  n’eft  qu’un  cas 
particulier  de  celles  que  nous  traitons  dans  ce  Pro- 
blème. 

Cas  II.  Lorfque  l’équation  propofce  eft  ax” dx-^ 
b y^  dx—^cy'  x'  dy  — dy  = o. 

i.°  Si  dans  cette  équation  on  a 

— , on  la  rendra  homogène  en  failânt  x z=z 

m I ’ O 

1 m — m 

tn  ^ 1 ni m 1 J I m i t 

Z , car  on  aura  ^ • dx  — — r— z dz^ 

f ^ m ^ I » 


Vx  = 


^ m ^ * * Ml  f 

m I I S ____  ni  ^ 1 T wi  ^ I S t 1 w -►  J V > 

» </*;  y =y  ; * =*  ; / x ày=y”  X 

* 

‘ , & toute  l’equation  après  la  fubflitution  fera 

m — m ^9  r 

X 1 l »-"*“*•*  m -h  1 J 

adz-^ by  z az-t-cy  z dy  — 

dy  = o. 

2.“  Si  on  prend  pour  le  fécond  cas  l’autre  équa- 
tion generale  ad x-^bj^ x d x-^cy  x” dy — dy  — 0y  & 
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que  dans  cette  équation  on  ait  c=z — b^s=^p — i,  Sc 

«=»•-+!,  euforte  que  la  propofce  foit  ad x-+ùy  x'  X 
{J  X — byf  ‘ — dy  — o.  On  pourra  toujours 

l’int'jyrer  par  le  Problème  (Art.  ccclxxxii.)  en  fai- 
faut  ^ « X . Car  on  aura  par  cette  fuppofition  y^  = 

i/x^-y^  ‘ 'x^  ' • d/=:n  d X -t-xd  ir,  5c  après 

les  fubllitutions , la  propofée  fera  adx—^bu^x~^  dx 

— bit  * x^  { U d X -i-  X d u)  — tld  X — xdn^=-o  tt  X 

(/»  — u)dx  — xdu  — bu  X du  = o,y  qui  a 

la  forme  requifé  dans  le  Problème  cité  (Art.  ccclxxxii.) 
comme  on  le  voit  évidemment  en  écrivant  f pour  x , 
5c  X pour  U d.ins  cette  dernicrc  équation , qui  fe  chan- 
ge par  li  en  (a  — *)/*<// — x^  d x — b * X 

p-*-r-+  I J 

y a x^=o, 

3.®  Enfin  puifque  dans  le  fécond  cas  on  a •— 

a x”  d y a -t- h y^  x 

—  TT  y OU  encore  — = on  pourra 

t—tyx  ’ I— f/x‘  ’ ^ 

toujours  refoudre  ces  cas  par  la  Méthode  de  Newton, 
en  reduifant  l’une  ou  l’autre  de  ces  fra£Hons  en  ferics, 
ce  qu’on  peut  toujours  faire  par  la  divifion  continuée 
a l’infini. 

CCCXCII. 
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CCCXCI  J. 

Remarque  . Il  faut  bien  obfcrvcr  qu’on  ne  doit 
pas  confondre  la  feparation  des  variables  avec  l’intégra- 
tion des  équations  difi’érentiellcs ; c’efl  a dire,  qu’on  ne 
doit  pas  regarder  une  équation,  comme  n’etant  pas  in- 
tégrable, par  ce  que  les  indéterminées  ne  font  point 
feparables.  C’ell  une  attention  que  pluficurs  Geometres 
paroiflfent  n’avoir  p.as  faite.  Ainfi , par  exemple,  dans 
la  célébré  équation  de  Riccati,  lorl’qu’on  ne  peut  par- 
venir a feparer  les  variables , on  a coutume  d’abandon- 
ner ces  cas , & on  dcfefpere  de  leur  intégration . Or 
nous  avons  fait  voir  généralement  par  la  Méthode  de 
Newton,  comment  on  pouvoir  intégrer  cette  équation; 
& la  feparation  des  indéterminées  eft  renfermée  dans 
l’intégration  meme. 

Il  nous  refte  a obferver  que  les  équations  que 
nous  avons  traitées  dans  ce  Chapitre  peuvent  quelques 
fois  fe  ramener  plus  aifément  aux  méthodes  du  Chapi- 
tre premier,  en  cherchant  les  faéleurs  qui  peuvent  ren- 
dre fes  équations  intégrables.  Soit,  par  exemple,  l’é- 
quation de  quatre  termes  df-^pydx—^-qyydx—^rdx 
= 0,  dans  laquelle  r font  des  fonélions  de  x 

feulement.  Il  faut  fuppofer  premièrement  que  «,  fon- 
élion  de  X,  eft  une  des  valeurs  particulières  de  /,  qui 
fatbfait  a l’equation  propoféc,  c’eft  a dire,  qui  la  rend 

V 
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égalé  a zéro  par  la  fubflitution , enforte  qu’on  ait  d u 

—k- pu  d x—^qu^  d *—^-r  d x = o . Donc,  fi  on  fait  de 

plus / = «— h-7  , on  aura  en  diflcrentiant  & en  fubîH- 

t dz  J . Pdx  2 J tqttdx 

tuant,  au  — — — 2_ H 


■^^-+rdx  = o;  8c  par  confequent,  en  ôtant  la  fécon- 
dé équation  de  la  première , nous  aurons 
du  — — \rqu^dx-\-  ^î~-^rd x^ 

•du  — pud  X —qu^dx  — rdxy 


Donc 


à Z ^ i(j  U rtx  ^ t)dt  __ 


:o,  ou 


dz  — (p-^-iau)zJx  — adx  , , , 

2 = t>,  OU  dx, {p-^2qu)X 

zdx  — qdx  = o.  Or,  en  comparant  cette  derniere 
équation  avec  l’exprelTion  (Art.  cccxLV.),  dans  la- 
quelle y répond  icy  a *,  on  trouve  r=i,  q=: — 
{p^z  qu).  Donc  le  fafleur  M , qui  dans  l’endroit 

cite  cft  ' , fera  icy  — î*)*^*^  gc  ce 

fleur  rendra  intégrable  l’equation  différentielle  dx  — 
(p-i-zqu)zdx — qdx=.o.  Mais  l’equation  différentielle 
propofée  efl  = o , il  faudra 
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donc,  pour  faire  évanouir  le  dénominateur  zz,  multi- 
plier le  fafteur  cy-deflus  par  zz;  ainfi  le  fa£leur  con- 
venable a la  différentielle  propofée  fera  z z X 

(7  — )*  ^ 

de  = fuppofànt  X = 

p—s.(p-+i9u)dx  ^ ^ multipliant  la  différentielle 

— — =zo  par  ce  facteur,  on  aura 

l'iniégrale  Xz  — S.qXd x'=.C  =■  — S.qXd x ; 

par  confequent  tous  les  faéleurs  cherchés  ( Art. 

cccxLViil.)  feront  renfermés  dans  ^ 

(/— «) 

étant  une  fonflion  quelconque  de  l’intégrale  Xz  — 
S.qXd  X y ou  yzTJT  — S.qXd  x-  d’où  l’on  voit  que  , 
M étant  une  fonflion  connue  de  x par  la  fuppofition , 
on  aura  auffi  X=ze  ^ fonflion  pareille- 

ment donnée  de  x. 

Si  on  vouloit  appliquer  cette  remarque  a l’equa- 
tion  de  Riccati  d/—t-p/dx — ax”dx~o^  qui  n’en  ell 
qu’un  cas  particulier,  on  trouveroit  les  fafleurs  qui  la 
rcndroient  intégrable , pour  tous  les  cas  de  l’expolânt 
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dans  lesquels  les  indéterminées  feroient  fepa râbles . 
Car,  en  comparant  ces  deux  équations,  on  aura  />  = o, 

ç = i,r= — <»x”’,  & le  faéteur  cy-tleflus  devient  par 
la  fublUtution  ^ ^ , par  lequel  multi- 

pliant l’equation  , on  aura,  en  fubdituant,  l’intégrale 

I —iS.udx  f.  —2  S.  H il  X J _ O r r 

-_i--  e — A.e  dx=C^  « en  luppofant 

que  X'  cft  une  fonflion  quelconque  de  cette  intégrale, 

JC’ 

tous  les  fafleurs  feront  contenùs  dans  la  forme  X 

(/— ") 

^—zS.udx^  comme  nous  avons  démontré. 

Nous  éclaircirons  cette  remarque  par  un  exemple. 
Soit  l’equation  diilcrentielle  <//—»•/ — ^=o, 
on  aura,  en  comparant,  p=i , ^ r= — . Or 

la  valeur  de fàtisfiit  a cette  équation,  comme 
on  le  voit  en  fubftituant  les  valeurs  refpeflives  dans 
la  différentielle  propofée,  qui  devient  =o:  donc  « = 

t _ — S.(  i~+  — )dx  , — X 

— , Sc  X=<f  * ~T7  ’ ^ , & par  confe- 

quent  on  aura  le  faéleur  — .c  * X — ^ = e “ • X 

I ^ f y y—  I Ÿ 

acaufede(/  — u)  — . Maintenant, 


Digitized  by  Google 


II.  Partie,  Chap.  III.  15- 

fi  on  multiplie  l’equation  propofée  par  ce  fafleur,  elle 

deviendra^ — • — — ^)=o, 

dont  l’intégrale,  en  confiderant  x comme  confiante,  fe 

trouve  par  les  méthodes  du  Chapitre  I.  — i-X. 

‘ ^ *(*> — i)  ' 

& differentiant  de  nouveau  cette  intégrale,  en  regardant 
y comme  confiante,  on  aura  t) 

— 4-</X.  Or  cette  difTérentielIe  doit  être  égalé  a l’autre 

membre-^ — -(^ydx-^yydx — ~)>  dans  lequel,  a 

caufe  de  y confiante,  on  fait  dy  = o\  cette  comparaifon 
donne  dXziz  ■■■  ' fxxy y— >2  i )=— > X 

e~”dx^  en  divifmt  par  (xy — iy=zxxyy — 2xy~hi: 
donc  l’intégrale  complette  efi  enfin  — ^ ^ -4- 

S.  — c dx^C  quantité  confiante. 
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CHAPITRE  IV. 

Expofuion  de  différentes  Méthodes  qui  ont  rapport 
aux  Chapitres  precedents, 

CCCXCIII. 

No.  commençerons  par  les  Méthodes  qu’oti 
a trouvées  pour  ramener  plufieurs  équations  diflerentielles 
a la  formule  generale  Xy'd/-+y’~^'Xdx-r-/Xd)t 
= 0,  dans  laquelle  X,  X',  X'  reprefentent  des  fon- 
£Iions  quelconques  de  x & de  confiantes,  Sc  qu’on  peut 
toujours  intégrer  par  le  Problème  (Art.  CCCLXXXII.). 
La  première  méthode  eft  celle  des  transformations  ; 
car,  fl  on  fubflitue  dans  cette  formule  différentes  fon- 
£lions  de  x prifes  a volonté,  pour  X,  X',  X”  & une 
nouvelle  variable  x pour  x y , ou  en  general  2*“  pour 
x“/’;  A,  /ti,  » étant  des  expofans  arbitraires,  qu’on 
déterminé  enfuire  comme  on  veut;  il  efl  évident  qu’on 
trouvera  par  ce  moyen  autant  d’équations  différentielles 
qu’on  voudra,  toutes  reduélibles  a la  formule  generale 
de  l’Article  cité.  C’efl  ainfi  qu’on  a pù  trouver  les 
Theoremes  fuivans. 
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CCCXCIV. 

THEOREME  I.  Si  dans  l’equatlon  (ajf”dy-^ 
m” d x)  P -¥ b Çxdf  — / dx)  J^==  o , « & ^ font  des 
confiantes  quelconques;  P & j^des  fonflions  homogè- 
nes de  >e  & de  /,  de  mêmes,  ou  de  differentes  dimen- 
fions  entr’elles,  ou  pourra  toujours  ramener  cette  équa- 
tion a la  formule  generale  (Art.  cccLXXXii.)  en  fai- 
fant  x=/z. 

Démonstration.  L’equation  propofêe  étant  di- 
vifée  par  P devient  a y"  dy-^x”dx-¥b(^xdy  — y d x)  X 
^ = 0.  Or,  fl  on  fubflitue  dans  cette  équation  /a 

pour  x^  y”  x,"  pour  x”,  & zdy  -+y  d z pour  </x,  on 
aura  ay”  dy  —^-z‘’~*'' y” dy^y”~*'^  z'’dz—^bÇyzdy  — 
yzdy — y* dz)^=o^  o\i(a-¥z”~^‘)y”dy-t-y"~*'^  X 

z’dz  — ^y^ d z=zo;  &,  puifque  efl  une  fonflion 
homogène  de  x,  8c  de  /,  fuppofé  que  /u  foit  la  fbmme 
des  expofans  de  ces  deux  variables  dans  chaque  terme 
de  en  fubflituant  yz  m lieu  de  x dans  cette  mê- 
me fonflion,  il  efl  évident  qu’on  aura  Z 

étant  une  fonflion  de  a.  De  même  fuppofé  que  A 
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foit  la  fomme  des  expofans  de  * & de  / dans  chaque 

terme  de  la  fonflion  homogène  P ; en  fubllituant  y 7i 

pour  * dans  cette  fonflion,  on  aura  P—y^Z\  Z 

étant  une  fonflion  de  par  confequent 

Z 

Z",  en  fuppofant  |u.  — A = »,  & mettant 
Z'  fon6Hon  de  pour  — . Donc  lequation  propofée 
fera  ( « — ♦•  2” ‘ t// “*■/” ^ ^ àz.  — by^ * Z' </ ■& 

= 0,  qui  a la  forme  requifd,  puifque  eft 

une  fonélion  de  «,  aufli  bien  que  2”,  & que  — bZ\ 
C.  ^ F.  D. 

Exemple.  Soit  l’équation  propofée 

(fx~y-^gy)-^b(sdy—y(ix)  X (^*V* 
-{•Ky x^)  = o.  En  la  comparant  avec  celle  du  Theo- 
reme , on  trouve  « = a , P =y* ”+"5/  ) > 
bx^y^’^Kyn^  \ & en  faifantx=/2,  ona  p—ÙL^ÏIll. 

r=zy/~^i^  z=zy^  Z ; par  confequent  ^ = 1,  & Z'=c 

. De  même  ,^=  b 2*/’’^-+  X 2’/^^  2*  -+ 

Kz})=iy*‘ Z\  par  confequent  /a  = 4,  & Z^bz'-^- 

X2*  , 
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i6i 

K ^ d’où  l’oo  tire  r = //— \=7,  & 

’ 5 ’ r /-t-gz 

= Z".  Donc  l’cquation  transformée  fera  {a-¥-z^ )y^dy 
— +'^’ Z dz  — by  . — dz=:o. 

cccxcv. 

THEOREME  II.  Si  dans  l’equation  (^xVx— t- 

/»/  ‘ dy  ) P b (x  dy  ~+cy  d x)  b^  c 

étant  des  coudantes  quelconques,  & P ^ étant  des 
fonélions  de  x 8c  de  / telles,  qu’ayant  multiplié  l’ex- 
pofant  de  l’une  de  ces  deux  variables  par  r,  ce  qui 
refte  du  produit,  après  en  avoir  ôté  l’expofant  de  l’au- 
tre variable , foit  le  meme  dans  chaque  terme  de  P , 
8c  que  cette  même  condition  fe  trouve  auffi  dans  cla- 
que terme  de  on  pourra  toujours  réduire  cette 
équation  a la  formule  generale  (Art.  cccLXXXii.)  en 
faifant  y x =.%. 

Démonstration.  Cette  équation  étant  divifée 

parPdevientx  dx-*-ay  ' dy-^r'xdy-^rcydx)—^ 
~o.  Or  puifque /’x*=z,  on  aura  xV/— 

ti  Z 

xdy-^cyd X—  - " =x'~^dz.,  y=zzx~~‘  y 

X 
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n-hf  H- 
X 


czx 


Ç l 


dz  — 


— *f  — 1 

cz,  ‘ x’ilx’  Sc  par  fubnitution  x dx-^ax  X 
——  , — } » J bP  i — c J 

% ‘ dz — rtfz  X flx-H-'jr'x  az=zo^  ou 


— acz  ' '^x”  dx—i-a> 


dz—h-^x'  Va 


™o.  Mais  par  la  condition  du  Thsorcme,  chaque  ter- 
me de  P étant  fuppofé x^  doit  donner  Ac — /u=^ 
confiante;  d’où  l’on  tire  /a  = ^c — Scjf’^  x“  x*‘‘~  * 


X X f 
» » 


■r*'x~  ^ ' X / f 


■ = — , en  mettant  pour  / u 


fa 


valeur  zx  par  confequent  chaque  terme  de  P aura 

pour  numérateur  une  puHTance  de  z,  comme  & 
tous  fes  termes  auront  pour  dénominateur  commun  la 

puiflance  x*.  On  prouvera  de  môme  que  chaque  terme 
de  ^ aura  pour  numérateur  une  puilTance  de  z , com- 
me z“  , Sc  que  tous  fes  termes  auront  pour  dénomina- 
teur commun  la  puiffance  x* . Donc  le  quotient  ^ aura 
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la  forme  , Z étant  une  fonftion  de  * & de  con- 
bo  , 

liantes  : „ . fera  aulTi  une  fon£lion  de  z , & de  conftan- 

tes,  que  nous  defignerons  par  Z'.  Donc  l’equatlon  trans- 

f — »i — i\  n — 4. 1 — * — » 

formée  ferait — acn  ‘ Jx” d^i—b-ax  z ‘ dz 
-+-Z'x‘ O,  qui  a la  forme  requife,  puif- 

que  I — acz  ‘ ^ 8c  az  ‘ font  des  fondions 

de  z,  que  les  cxpofans  de  x font  tels  qu’ils  doivent 
être.  C.  4^  F.  D. 

CCCXCVI. 

Corollaire  . Si  on  fuppofe  l’equation 

( \ 

du  Theoreme , elle  deviendra  \ x’’ d x-¥ a/  ' d/  J P 
^b{xdy—¥’^ydx)^^^o y omÇ^x” dx—^ay  ' P 
-^g(J'xdy—*‘e/dx'),^j=zo,  en  fuppolânt  g=~^.  Donc 


en  faifant/x^  =*i  cette  équation  pourra  toujours  fe 
réduire  a la  formule  generale  ( Art.  CCCLXXXII.  ) , lorf- 
que  P,  & auront  les  conditions  préfcrittes  dans  le 

Theoreme , en  écrivant  au  lieu  de  c . 
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Exemple.  Soit  l’equation  propofée  («*</*-+• 
d^)  y — ( — 3*^>'  -^y  d x)  ax^o.  En  la  com- 

parant  avec  l’equation  \x”dx-^ay  ' J P—\r 
£ {fxdy-^eydx)^=o,  on  trouve  « = a , g=z — i , 

/=-î,  '=■.  P=,, 

/7x,  & les  deux  fonflions  P & c’eft  a dire  yx“  , 
& a y"  X ont  les  conditions  rcquifes.  Donc  en  faifant 

I 

yx  ’=z,  on  réduira  la  propofee  a la  formule  (Art. 
cccLxxxii. ).  Et  en  efl'et  après  avoir  fait  les  fubfti- 
tutions  convenables  pour  / & on  trouve  que  cette 

équation  devient  (i—^--^z^)x*dx—hax^z^dz-+ 
--•-^  = 0,  qui  a la  forme  requife. 

CCCXCVII. 

THEOREME  III.  Si  dans  l’equation  ax"dx—\- 

ùy"dy-¥(xdy  — y </*)  = o , dans  laquelle 

{îc  P font  des  fondions  homogènes  de  * & de  / , 
de  mêmes,  ou  de  différentes  dimenfions  entr’clles,  ou 
dont  la  différence  des  dimenfions  eft  zéro,  ou  un  nom- 
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i6^ 

bre  quelconque  ky  & R font  aufli  des  fonilions 
homogènes  de  * & de  telles  que  l’excès  des  dimen- 

fions  de  S fur  celles  de  R foit  « — i,  on  pourra 
toujours  réduire  cette  équation  a la  formule  ( Art. 
CCCLXxxii.),  en  faifant 

Démonstration.  Puifque  on  aura 

*”  a” , dxz=zd^  — </z,  *"</*  = *”“*■  df -t- 
y'~*'  ' Z dz  y xdf  — y X = zy  dy  — zy  dy  — y' dzz::^ 
^y^dz;  & par  fubftitution,  l’equation  propofée  de- 
viendra az”~'''y’’  dy-^ay”"^^  z” dz-i-ùy"  d y — /*X 
— ou(æ5s”  ^b)y”  dy-^ay'’'*'^X 

:^"dz-y*dz0-i.~'^=o.  Or  P,  8c  S,  R 

étant  des  fondions  homogènes  de  x 8c  de  y , en  fub- 
flituant  zy  au  lieu  de  x dans  ces  fondions,  on  aura 

(par  les  conditions  du  Theoreme)  ^ =y*  Z y Z étant 
une  fonction  de  x ; & de  même  ~-=.y”~'  Z y Z' 
étant  encore  une  fonftion  de  z\  par  confequent 

j=/z-+/-'Z’;  & 

Z dz—y”~*'^  Z'd z : donc  l’equation  transformée 
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fera  — Z )y  ' ti  z — 

= qui  a la  forme  requifé.  C.  ^ F.  D. 
Exemple.  Soit  l’equation  propofée  ax^dx-i- 
b/dj^-^(xd^—_ydx).X  (^x'-^/--¥  ’‘^y'^=zo. 
En  la  comparant  avec  celle  du  Theoreme,  on  trouve 

«=7>f  = 

conditions  requifés,  ^=2,  & p— -3=^  = /; — i.  En 
fubftituant  z/  pour  *,  & zd/-+/dz  pour  dx  dans  la 

propofée,  on  la  change  en  az^ydy-¥ay^z^dz-^ 

l>y dj>  —h(^zyd y — zydy — y^ d z)  X ^ **/'*"♦■/*—*• 

oublen(<7z®-+-^)/^///— — 

— y^{z^ -¥i)dz-=Oy  équation,  qui  a la 

forme  qu’on  demande,  & qu’on  peut  rendre  plus  (im- 
pie , en  la  divifant  par  , qui  fe  trouve  dans  tous 
les  termes. 


CCCXCVIII. 

Theoreme  IV.  Si  dans  l’equation  ax”‘dx-¥ 
by”dy-^{xdy-^cydx){^-\r^=:o^P^^,R^S  (ont 
des  fonilions  de  x,  & de  telles  qu’en  fuppofant 
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1 

=*)  on  ait  j=jf*Zy  8c.  ^=/z\Z  & Z étant 

des  fonflions  de  *,  cette  équation  pourra  fe  réduire  a 
la  formule  de  l’Article  CCCLXXXII.,  toutes  les  fois 

» _ t O f y»  W 

quon  aura  « = 1,  8c  k ou  f=. 1. 

* Ce*  ^ c 

Démonstration.  L’equation  propofee  cft 

— — — î — I 

a ii"  d x—^h  y ' ' d y —^{^x  d y -\-c  y d 

{y'‘ Z-¥y^ Z')z=.o  y en  faifant  n — — -j  — — — i , 


8c  fuppolànt  x/'  = z . Or  cette  fuppofitlon  donne 


x = z/  * , x”’  = z’”/  ' , dx=y  ‘ dz  — — X 

_L_.  1 ^ L_, 

Z y ' dyyydx-^  — xy  dy  — dzy  8c  xdy-^ 

— * 

cydx  = cy  dz\  donc,  par  fubflitution,  la  propo- 


fée  devient  a y 


• • m J ^ m-\- 1 • ‘ 

Z dz Z y 


dy 


m I , I . ri 

— I *—■^-+1  / — --4-r  . 

^by  ‘ dy-^cy  Zdz^cy  X 

Z'dz  = o.  Cette  équation,  en  fuppofant  k~  — — 


m 1 

* • / m 


— I, devient/  ' {az"-^cZ)dz-¥y 
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(^  — ‘ Z'Jz  = o;  & en  fup- 

pofant  /=  — 7 — ^ laiflant  ky  elle  devient 


~^cy  Zdz=^o.  Deux  équations,  qui  font 

dans  le  cas  de  la  formule  de  1 Article  cccLXXXir* 
C.  ^ F.  D. 

Exemple.  Soit  l’equation  propol'ée  ax^dx-kr 


by'  d y -^{^xd y — zydx) 


• =0  . 


En  comparant  cette  équation  avec  celle  du  Theoreme , 
on  trouve  qu’elle  a les  conditions  requiles . Car  on  a 


m 


^ s m I __  ^ ^ — 4-  — 


T “7  r 

^ uy  —Hy  , H — %y  y — _• 


7 7 

1 1 


^ ; par  confequeiu  = 2 = — 
i i a’ -h* 
a’>*-+a/* 


— 1 = 3— I,  & Z = 


a*-H  ■ «V 


i-. 
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—T^=/ confequ=nt/=2,  & Z~-^. 
En  fubftituant  toutes  ces  valeurs  dans  la  formule  du 

**•  * — ^ I 

Theoreme  / * ‘ (a7i"-^cZ)Jz-¥/  ‘ ' X 

/— 7-+I 

(b  — Z'dz=:o^  on  la  chan- 


7^ 

* î J 

■ LL-^__1  — O,  équation  qui  eft  dans  le  cas  de  la 

formule  de  l’Article  cccLXXXii.,  & qu’on  peut  rendre 

s_ 

plus  fimple  en  la  divifant  par  / * , qui  fe  trouve  dans 
tous  fes  termes. 


CCCXCIX. 


THEOREME  V.  Si  dans  l’equation  dx- 


« -ut  ' x'  7.  à Y y 7.’d  X 


, on  fait  8c  que  Z.  Z", 

n,  f ^ ’ 1 ’ ’ 

/ Z — 1->  X Z y 

Z\  Z'  foient  des  fon£lions  de  * 5t  de  confiantes,  cette 
équation  fe  réduira  a la  formule  de  l’Article  CCCLXXXII., 
toutes  les  fois  qu'on  aura  ces  deux  égalités  q~ty  Sc 
h~r^  ou  ces  deux  cy  m — ty  8c  p=zr  . 

Démonstration.  Puifque  z,  on  aura 

Y 
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"dx — nxjf 


' dy^d s ; dx- 


n xJ  y 


y"  dx  ; dxz:^y’  dz-hn-xy”  ^dy;  8c  en  fubnituanc 
pour  X & pour  dx  leurs  valeurs  en  / & en  * dans 
l’equation  propofée , elle  deviendra  y’‘  dx  = 
y Z ’^zZ{fd‘z^my  dy^  o 

reduflion  Z"”d%  — 

^zdy^n y Z'  dy-¥ 
Z dx,  ou  bien  ‘ ( a' Z -+- 

nx^'  z)dy-^y-^’‘'-*-”x  Zdx^y”'-^^-^”^!'  Z’dx 


— Z"dz  = o.  Or  fi  on  a ces  deux  égali- 
tés q—t,  8c  /}  = >■,  on  aura  aufTi  q-\-h n-¥n=.t~*r- 

& le  terme  Vz'^a=/-^”'-^”X 

z'ZVz;  parconfequent/”^’""^VZ'</a— 

a*Z’'^*=/’^'”~^”(a’'ZVz  — a'Z'Va)  ; 8c  l’equa- 

tion  deviendra  y“^’”’"*’"~’(a'Z-+.«a'“^*Z')r//-H 

a"Z'')^/2— Z'dx  — o, 

qui  a les  conditions  qu’exige  la  formule  de  l’Art.  CCCLXXXII. 
Puifque  la  différence  des  expofans  de  y dans  les  deux 
premiers  termes  eft  l’unité,  &,  que  les  quantités  qui  fe 
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trouvent  dans  les  parenthefes  font  toutes  des  fonilions 
de  Z. 

On  trouve  de  même  en  fuppolânt  les  deux  autres 
égalités  8c  p=ry  que  le  terme X 

z’’  Z"  J Z— y Z"  J Z ; par  confcquenty 

Z')dz^  d’où  l’on  tire  la  même  conclufion . 

Exemple  I.  Soit  propofée  l’equation  dx  — 

J,  laquelle  F,  K,  F’  font  des  fondions  de 

~ Si  de  confiantes . En  la  comparant  avec  l'equation 

generale  du  Theoreme,  on  trouve  d’abord  — — 

— , d’où  l’on  tire  « = — ou  z = -:  par  confe* 

quent  F,  F ^ F"  font  des  fondions  de  z & de  confian- 
tes. On  trouve  enfuite  les  quatre  équations  fuivantes 

Z = F;/x^Z’=o;  r”’x^ Z"  = F;/ x'  Z ‘ 

=/*F';  dcfquelles  on  tire  r=o=r,  & Z=F-,  Z =0; 
)>i=o—p;  8c  Z'=F;  q = k;  b = o;  8c  Z'"~F\ 
ce  qui  donne  les  deux  égalités  8c  p—>",  en 

fubflituant  les  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  dans  la 
formule  du  Theoreme,  on  voit  quelle  devient  Fd/ — 


1 

I 

172  Elemens  du  Calcul  inte'gual 
yfjx — F" (iz=.o,  équation,  qui  a les  condi- 
tions requifes . 

Exemple  II.  Soit  propoféc  l’cquation  d x-¥  -~ 


d y ^ y*  x*d  « 


. En  la  comparant  avec  l’equation 


du  Theorcme,  on  trouve  d’abord  « = — — 


. Iki  x = zy~\  En  fubftituant  cette  valeur  de  * 

> ‘ 

, , r „ . « y’  J y -t-  /'  / ** 

dans  la  fraction  ■ . ' ■ 

e -*lyx 


' * ^ on  la  change  en 


y.'f)v->-Ay'z*dx^  ^ continuant  la  comparaifon,  on 
c-*fyz> 

trouve  les  quatre  équations  fuivantes  — 

az",y'>!Z=:by^z‘'-,ÿ”JZ  —c’,  Sc  y\'> Z"=fy^z\ 
defquelles  on  tire  r-+-« — i =t  — 2—0;  t — z ;r  = o , 
Si  Z ; Z'=ib  jm=^o  ^ p—o^8i  Z'=c^  q =^2  y 

b— O y 8c  Z"=fz^\  ce  qui  donne  les  deux  égalités  7=^, 
èc  h=zr.  Ces  valeurs  étant  fubftituées  dans  la  for- 
mule generale  du  Theorcme,  elle  devient  — 

bz'')dy—^y'  (^bz^ — fz^)dz — y ^ cdz^=-o y ou/(//a^ 
<^bz^)—¥y*Çbz^—fz^)dz-—cdz=:^Oj  équation  qui 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  W.  ' 173 

a les  conditions  que  demande  la  formule  de  l’Article 

CCCLXXXII. 


CCCC. 


Avant  de  pafTer  a d’autres  méthodes,  qui  ont  rap- 
port aux  Chapitres  précédons , nous  joindrons  icy  un 
Problème,  qui  peut  être  d’un  grand  ufage  dans  les  équa- 
tions différentielles  que  nous  venons  de  traiter. 

PROBLEME  I.  Soit  l’cquation  différentielle 

X,  X,  X’  defignant 
des  fonflions  de  x , & étant  données  deux  valeurs 
de  y en  fonflions  de  *,  qui  fiitisfiffent  a l’equation 
propofée;  c’efl  a dire,  qui  la  rendent  par  les  fubftitu- 
tions  =0,  refondre  généralement  cette  équation,  & 
trouver  le  faéleur  qui  la  rende  intégrable . 

Solution.  Suppofons  que  P,  i^foient  les  fon- 
flions de  X , qui  fatisfaffent  a l’equation , on  aura  par 

les  conditions  du  Problème  dP-i-PXdx-hP^X'dx-*- 


X"dx=o,  & d^-¥^dx-¥^Xdx-^Xdxz=o. 
Soit  fait ou/ on  aura  en  différen- 


..  I HP — zHP-*-PHz  — QHz  — zHO-t-z^HP  o /•  . 

tiant  dy= — =^= ^ , & fub- 

(l— l) 

ftituant  les  valeurs  àe  y 8<.  dy  dans  la  différentielle 
propofée , 


& multipliant  par  (i— »)*,  nous  aurons 
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(i  — %')dP — x(i  — a)  Z— i-X(  1 — 

%)  Pdx  — X(i  — z)  ^zd  X -¥  X P'  d X — : XPQzdx 
— +*X\^zz</x— hX'(  i—zY  d xzno . 

De  plus  fubftituant  dans  cette  équation  a la  place 
de  dP,  «/fleurs  valeurs  que  donnent  les  deux  équa- 
tions différentielles  precedentes , on  aura  en  ordonnant 
les  termes 

— X ( I ““*)  Pdx — •X(i  — z)  P^  d X — X’(i  — z)  d x-\-(P — ^)dz=.o 
«-t-Xz ( i-z)^dx-^-Xz(i  — dx-i-X'z(  i — z)  d x 

^ X (^i—~z)  P dx-¥X  P^  d X —¥X"{i — z)'dx 

Xz  ( r — — zX  P ^j.dx 

-¥X^^z'dx 

Enfin  cfi'açant  les  termes  qui  fe  detruifent,  & ordon- 
nant l’equation  nous  aurons  X'zP^dx-^-Xz^dx  — 

2 X'P^z</ X— +-(P  — ^)dz  — o,  ou  X(P  — ^)dx 
— 4--^  = 5,  & — ^(P~“^dx,  d’où  l'on  aura 

en  intégrant  ^ 8c  par  confequent 

on  aura  seneralement  l’intégrale  ) >~l£ 

O O y — 

r=f.  confiante,  en  fubflituant  1a  place  de  z. 
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Maintenant  pour  trouver  le  faflcur  cherché 


*7S 


fuffit  d’obferver  que  Tequatlon  propofée  a été  multi- 


pliée, après  les  fubftitutlons,  par  (ï — z)*,  & divifée 
par  z(i* — ^).  Donc,  en  multipliant  tout  d’un  coup 
par  ~^Jl > l'equation  fera  intégrable,  & le  faéleurfera 


P— O 


caufe  de  z = ^! — ~ . 

P— a 


On  voit  par  ce  Problème  qu’ayant  des  folutions  particu- 
lières des  équations  diflcrcntielles  de  la  forme  propofée, 
on  peut  en  trouver  .aifcmcnt  la  folution  generale,  & 
les  fafleurs  qui  les  rendent  intégrables.  L’equation  de 
Riccati  c.l  un  Cas  de  cette  forme. 


GCCCI. 

Si,  au  lieu  de  chercher  le  laéleur,  on  fuppofoîc 
au  contraire  qu’il  fht  donné,  tel  que  (/-+-P)",  & 
qu’on  voulût  déterminer  les  fonflions  A',  X d’une  e- 
qnation  différentielle  telle  que  /<//— 

= 0,  enforte  que  ce  fafleur  rendît  l’equation  intégra- 
ble. 11  faudrolt  fe  fervir  de  la  méthode  du  Chapitre  I, 

(Art.  cccxxxii.),  c’efl:  a dire,  qu’on  feroit-^.X 
if.  defignant  la  difl'ércntielle  de  la  quantité  renfermée 


Elemens  du  Calcul  Imte'gral 
dans  les  pareiithefes,  & en  fuppofant  P une  fonftion 
de  * feulement . Si  on  différencie  par  le  Theoreme 
cité,  en  confiderant  y comme  confiante  dans  le  premier 
membre  & « dans  le  fécond,  on  aura  la  différentielle 

fulvante  »-P)"— »-»  (X/ 


• X)  (>'-4-P)”  & en  divifànt  par  (/-t-P)" 


nous  aurons  -2.^— = (»—+■  i ) X/-4- XP-4-»X';  d’oîi 

nrfP  c.  P<iP 


l’on  tire  X= 


c « — I )àx 


,S:X=  — — 


& en  fubfiituant  on  aura  l’equation  ydy-*-  — 

=: 0 , laquelle,  étant  multipliée  par  (/-+P)”, 

fera  intégrable . Or  cette  équation  étant  homogène 
fera  auHi  intégrable  en  la  divifànt  par  («— n)X 
yy-¥nyP  — P P — {y -¥P)  i)y  — p3"(  Art. 

CCCLXXiv. ) . Donc,  puifqu’on  a les  deux  fafleurs 

(y-^-PTy  & — ■■■■  . — r,  en  divifànt  l’un 

par  l’autre,  & égalant  le  quotient  qui  en  refulte  a une 
confiante  arbitraire  , on  aura  l’intégrale  complette  , 
Ainfi  l’intégrale  de  la  différentielle  y d y— ¥ — ~ — 
= 0 fera  generalement  (/-t-P)”  ‘ -C(« )X 

y — P}-=:C  couflante. 

CCCCII. 
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CCCCII. 

si  on  vouloir  prendre  un  faéleur  plus  compliqué, 
tel  que  , on  trouveroit  par  les  mê- 

mes méthodes  les  fondions  X,  X,  enforte  que  l’eq na- 
tion différentielle  precedente  devient  intégrable.  On  au- 
ra (Art.  cccxxxii.)-~t/.{|/(//-*-P/-4-.^)'’}-  = 

. d {^X/-H-X  (J-  X (y y Py  • Mais  puifque 

X,  X',  P,  ^ font  des  fonélions  de  on  aura  en 
dillérentiant  comme  cy-deffus  /;  / (y  y -+  P y -4-  ‘ X 

( ^ ^ ^ ^ ^ 

(2/-4-P)  X en  divifant  par 

, nous  aurons  — 

(2«-4-i)X//-4-(n-4-i)XP/-»-X^,  & en  compa- 
-4-  2 nX' y —4- « X P 

rant  les  termes  homologues,  on  a les  équations  i.“  ( 2» 
— 4-  I ) Xd  x'=z}j(i  P ; 2.°  ( « — 4- 1 ) X P </  X — 4-  2 « X'  (/  A!  = 
3-°  •Xj^-4-?»XP  = o.  La  première  de  ces  équa- 
tions donne  X=  ^ ^ la  derniere  X= — 

ou  X— — . — %.-r-  ; lefquelles  v.\leurs  étant  fiibfU- 


Z 
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tuces  dans  la  fécondé  équation,  on  aura  nd^j=z 

P ■i’)PiiP_  Jjjgj, 

,„_H  {in-^\)P  ’ V / 

— 1 *1  ^ I 

2^P=.{tt-*-i)P^  dP.  Enfin  multipliant  par  P , 

1 

& en  intégrant,  on  trouvera  (2«-n)P*"  ‘^=C. 
conft.  ou(2«-+i)P‘*"*^= 

4 « "*»  4 

C.confl.  ce  qui  donne 

J 2 A 

< — P , en  fup- 


C 


pofant  = . Donc,  puifque  Xdx—  ^”‘^^^ScXd» 


«P  * </P  PdP 


2 » -4-  1 


P d P 

4C z)iH-'ï)  > l’equation  différentielle 


■ZilZLi 


, aydP  PdP  « t>**"*’*  J tï 

fdy—\ ; r P dP=zo  de- 

f y 2/1— M 4(2n-^l)  2fl— H 

viendra  intégrable,  fi  on  la  multiplie  par^//-t-P/ -+■ 


I 


P -+-aP 
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17, 

Si  on  fuppofoit  /»  =—  i , ou  = i , l’equatlon 

precedente  deviendroit  homogène;  8c  en  faifant-^^-- 

— > » — 1 

=0,  ou  n=  — -,  le  terme  p fe  réduit  a i,d’où 
l’on  voit  que  ces  deux  Cas  font  très-faciles.  Mais,  fi 

on  ne  fuppofe  pas  ou=i,  il  y aura  plus 

de  difficulté.  Soit  fait  ~ & par  confequent 

2 n = -l’equation  différentielle  fera  ^(m  -4- 

^)j^dP-^  — (m-¥l)PdP-h^a(^m-+l)  P’”  d P =co  8c 
elle  deviendra  intégrable,  en  la  multipliant  par  le  fa- 

fleur  \^//^P/—^  — P -4-aP  J > comme 

on  voit  en  fubflituant  dans  le  fafleur  déjà  trouvé  la 
valeur  de  « en  »». 

Si  on  prenoit  pour  P des  fonflions  quelconques 
de  X,  on  voit  que  ces  équations  pourroient  devenir  fi 
compliquées,  qu’on  les  traiteroit  difficilement  par  d’au- 
tres méthodes  que  par  celle-cy,  qui  en  donne  la  refo- 
lution  affez  aifément. 
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CCCCIII. 

Nous  allons  expofer  dans  les  Problèmes  fui  vans 
d’autres  méthodes  pour  intégrer  par  le  moyen  de  l’Ar- 
ticle ccCLXXXir.  plufiours  équations  difi'érenticlles  a 
deux  variables  * & / , qui  renferment  des  foniiions 

quelconques  du  rapport  & qu’il  feroit  fouvent  dif- 
ficile d’intégrer  autrement.  Nous  fuppoferons  toujours 
dans  ces  Problèmes  a = ou  z djf  z=zd x. 

PROBLEME  II.  Intégrer  l’equatlon  *=/Z-+Z', 
dans  laquelle  Z Sc  Z'  font  des  fonélions  quelconques 

de  2 , ou  de 

’ » 

Solution.  En  différentiant  l’equation  propofée^ 
on  trouve  dx=,Z dy-¥yd Z-¥dZ'=-zd y ^ d’où  l’on 

tire  Zdy — z dy  -i-y  d Z—^d  Z'=zoy  & 

Or  cette  équation  eft  dans  le  cas  de  la  for- 

Diule  de  l’Art.  cccLXXXii.  Car  puifque  Z,  Z',  & Z — a 
font  des  fonélions  de  z , il  eft  évident  qu’on  aura 
d Z~Fdzy  8i  dZ'=,F dzy  F Sc  F étant  auffi  des 

fondions  de  z , & par  confequent  ■—^■=.Vdz^Sc 
■jrzT^  — ^dzy  Vy  8c  V étant  encore  des  fonélions  de 
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iSi 


z:  donc  l’equation  fc  réduit  a 


cette  forme  y°  dy  Vdz^jr°  V dz—Oy  quia  les 
conditions  requifes  dans  l’Article  cccLXXXii.  En  pre- 
nant e pour  le  nombre  dont  le  logarithme  eft  runité, 
& C pour  une  confiante  quelconque,  on  trouve  aifé- 


ment  par  cet  Article  l’equation  ♦-S'. 


S.Vdz 


j=C,  & /=: ■■-yj-i On  aura  donc 


la  valeur  de  x en  / ; & fubflituant  cette  valeur  dans 
l’equation  dx=zzd/y  on  trouvera  aufTi  par  les  métho- 
des de  la  première  Partie  x=S.zdy  ; par  confequent 
on  aura  la  relation  entre  y y Sc  x . C,  ^F.  T. 


CCCCIV. 


PROBLEME  III.  Trouver  les  Cas  d’intégrabilité 
de  l’equation  x”' y”  z'  F y dans  laquelle  on  fuppofe 
z — ^y  & F une  fonfUon  de  la  quantité  xyz. 


Solution.  En  faifant  x^y  z=Uy  F fera  une 

I ^ # 

fon£lion  de  « , & on  aura  x=:zu^y  ’ z ^ ; k" 


m t m t 


«V  ’ « 


9 n r F T?  9 9 9 n 

y * ; / = 


r 
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SLL  tni  — t»  na^mi  — ^ mt-^r  g 

Fu  y‘‘  * ; y ‘‘  ' 


— «f  in  f f <T 


; / = 
m i 


‘ u" ■/-'■“ ^ =i^ 


.»»  ^ — IM  # 


M 


i g g ^ m g $ 


X 


;6  y en  mettant  cette  valeur  de  / * dans 

1 # < 1 * 
l*e(]^u3.tioii  JC  — ^ y ^,on  aura  x ~ « ^ ^ X 

^ * »w  * — wf<-»  ><?*\  |«  » * 

— 5'  J =f" 


m < ^ — w / 

% • 


Suppofant,  pour  abréger  le  calcul,  V=F  ^ X 


& r'  = E 


.-ï— >' 


',  on  aura  *= Fa"* 


& y=.V ^ V-,  V étant  des  fondions  de  «. 


» /—  M # 


On  trouvera  en  différentiant  dx—.z’’^~”‘dV—¥- 


ml^rg 


( </itt  , & dy  = z”^-”‘dy'- 


ntr-^r  if 
nq 


fn  f Tg 


£_^  y ^nr-mi  dzj  8c  l’equation  de  vien- 


dra par  fubftitutlon  »"*  "‘dV-^ 


ri—  »f  _ 

r/  — »r  --  * 


nq-^ms 


■ dTi 


tM#  — — wii  fw 

14"?-" ^ V'd  Z . Nous 
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dcfigncrons  cette  équation  par  Sc  nous  cherche- 

rons les  Cas  dans  lesquels  on  peut  l’intégrer,  ou , ce 
qui  revient  au  même,  feparer  fes  deux  indéterminées  w 
^ car  alors  on  aura  la  valeur  de  * par  k,  ou  celle 
de  H par  z,  & en  fubhituant  une  de  ces  valeurs  dans 
les  deux  équations,  que  nous  avons  trouvées  cy-deflus 
entre  / , 5c  les  variables  u & z , & entre  x ^ & ces 
mêmes  variables , on  en  tirera  l’equation  entre  / & x . 

Cas  I.  Lorfque  tm—^rq—o.  Car  alors  l’equation 

(A)  devient  ^ dz  = 

zdV\  ou  (a-^  i)Vz' dz—^z’~^^  dV — zdV=zo,  en 
fuppofant  = 1 . Or  cette  équation  a les  con- 

ditions requifes  dans  l’Article  CCCLXXXII.,  puifque  F, 
& V étant  des  fonélions  de  w,  on  aura  dV=zV“ du^ 
Sidy=y"'du,  V Sx.  V“  et.ant  encore  des  fonélions  de  «. 

Mais  il  n’cft  pas  ncceflaire  dans  ce  premier  cas  dp 
chercher  l’intégrale  de  l’equation  {A).  Car  puifque  tm 

— rq^o^  OU  q — — , li  on  fait“=/>,  on  aura  r= 

^ r J q=pm'y  y z , 5c  l’equatlon  propolee 

fera  x”’  = 9 " z^  ' ) , en  mettant  9 x®  "z^') 

pour  exprimer  la  fonélion  de  x^ y z , que  nous  avions 


184  ElEMENS  du  CALCyL  inte'gral 
appellée  E.  Donc,  en faifant  on  aura  *^”'X 

8cjf"  k'’)-  Or  il  fuit  évidemment 

de  cette  dernierc  équation  entre  ^ & leurs  puilTan- 

ces  ou  fondions , que  c(l  une  fonilion  de  / , que 


nous  defignerons  par  T;  on  aura  donc  x"” z =r,  Six’z 

X m I m 

— i''  , ou  a caufe  de  z = ^,  x' Six'  ^ix 

U y Q y 

1 

z=r'd/^  équation  dans  laquelle  les  variables  x Sc  / 
font  feparécs,  & qu’on  peut  intégrer  facilement. 

Cas  II.  Lorfque  rs — »r=o.  Car  alors  l'cquation 

m r i rn  t a 

(A)  devient  d V z^^dz, 

qui  a les  conditions  de  l'Article  CCCLXXXII. 


On  trouvera  anflTi  dans  ce  Cas,  comme  dans  le 
precedent  l’intégrale  de  l’cquation  propofée  fans  cher- 
cher celle  de  l’equation  {A).  Car  puifque  rs — »t  — o ou 

~ = -^,  en  faifant  on  aura  s— psi  y 


t — pfy  & l’equation  propofée  x” = 9 

deviendra  x*"/’  z =a^[x^ donc  en  faifant /” 

=^,  on  aura  y"z^'=^^,  & x" k~  ^ {x^ il  ) \ par 
confequent  k fera  une  fonéliou  de  x,  que  nous  defigne- 

rons 
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rons  par  X;  donc  z'  =zX;  /'  z=X'  ; ou  = 

(ty 

1 

X'  ^ 5c-^=-“ , équation  feparée  & facilement  inté- 
x'  y’ 

grable . 

Cas  III.  Lorfque  nq — ms—^tm~—rq'=.ri  — nt. 

^1  t m — Y 4 n a — m s t m — r q 

Car  alors  on  a ^ ^ — i i =: 

s nq-^ms 

HyZrüiT  — confequent  l’equation  (yf)  devient 


5«  J-»'  ^ rj-n^ 
nq^mt 

*’  I—  «I f 


dz=z’‘^~"“  dV’- 


Tx"*-"'  dz,  ou 

J * 

rs'^n* 

n—.  J y_  ( i \ "dz^ 

— WJ  J 

r I—  » » 

f'd::z!LL'\yz^^^^~'  dz,  d'oh  l’on  tire 

y^i» q — ms  J ’ 


ài'—ây 


dz 


ri — a t 

z'j-".' 


équation 


{ '*TV.  _ A ( '’-ll  > 

\nf  — »ii  y \«9  — <w^y 

dans  laquelle  les  indéterminées  font  feparées . 

Il  refte  un  autre  Cas,  lorfque  nq  — ms~o^  alors 


f»  m < 


l’equation  y * —Fu^z  ^ ,a  caufe  de 

A a 


\ 


/ 
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=0,  devient  F»  * =i,oua  * =.F u ’fon- 
£Hon  de  «,  & l’cquation  propofce  rentre  dans  le  cas  des 
équations  homogènes,  toutes  les  fois  que  n— — w,  & 
q = —S. 

CCCCV. 


PROBLEME  IV.  Trouver  les  cas  d’intégrabilité 
«le  l’equation  a’’ 9 m-4-9'w  / 9w  & <f'u  etajit 

deux  fonclions  de  la  mtJme-  quantité  Sc 

^ /i  V 

— - T*  • 

Solution,  i.®  Puifque  y tC ^ on  aura 

*=«v  »'=«V  = 

7 

« " / “ , & lequation  propofée  fera  x = «"^  "9»-+* 


Ç“  — "-4-/^,  en  fuppofant  F=»"9«,  & 

k-*~ 

^=9'«;  on  tire  de  la  du— y " dV-^ik  — — *)  X, 

. 

♦ — 1 

" dy^^dV,  Donc,  a caufe  de  l’equatioa 
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ou  </*  = z(^;',on  aura/ 

1-2. 

y/  ’ àjf-¥d  V'=,u”y  "d/y  OU  Çk — ^)X 

1 -i 

Vy  * dy  — «*/  dy-¥y  " dV-^dV'-=.o‘. 
Or  cette  équation,  en  fuppofant  k — ^ — 1=  — , 

eft  dans  le  cas  de  la  formule  de  l’Article  CCCLXXXII. , 

puifqu’elle  devient  [(^  — «"]/  " dy~^ 

-- 

y " dV-^dV—Oy  dans  laquelle  Vy  V y & 


— ^')V — «*  font  des  fondions  de  «.  On  trou- 
vera donc  par  l’Article  cccLXXxii.  la  valeur  de  w en 
%y  & celle  de  Z en  «,  & ayant  fubftitué  une  de  ces 


I n 

deux  valeurs  dans  les  équations /==m^  a ' , 8c  x=z 

Vy  " —\-V  y on  en  déduira  enfuite  une  équation 
entre  y 8c  x. 


2.“  De  la  fuppofition  y tc  —Uy  ou  / = «^  a 
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A H A * f — 

* — f . J'-J-  f 


oa  tire  y 


a'  = «^  a ^ , & ày  — 


ni  ^ 

1 f f 

— a « 

P 


du  — — M^a  ' dx  ; par  confequent 


d xz=zdy  — — Z 


I»  T 


du — ■— M**a  ^dz.  Oa 
P 


( 

— r- 


a d’ailleurs  par  l’cquation  propofce  x = u'  z ^ç«-+* 

nj  i 

ç'u  = y'z  ' -+F’,  en  faifant  t/ s^u=V\  & (j)'«z=F', 

W » 

& on  tire  de  la  dx  — z ^dV”~^r(^r — •^)X 


,_1  i-i 


Vz  * z/a-t-i/f''.  On  aura  donc  — a ^ </« 

P 


n A ^ 


f—ju^  Z ^dz—z  ^ dV’-^(r — ^'^V"z  ^ dz 

—¥dy\  équation  qu’on  voit  bien  être  dans  le  Cas  de 
l’Article  CCCLXXXIII.,  lorfque  i — J — ’’ 

fi  on  écrit  dans  cette  équation  i — — pour  r — 

« I I « 

elle  deviendra  —a  du  — -—u^z  ^ dz^ 

P P 
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i8^ 

n « 

ou  bien 


« 

Z ^du—^-dV—Of  en  faifant  dV"=,V^'du.  On 
peut  auffi  écrire  z°v''’du  pour  dV\  en  fuppolànt 
d P''=zP'''* d U.  La  propofce  s’intégrera  enfuite  comme 
dans  le  Cas  precedent. 


CCCCVI. 


Les  équations  différentielles,  que  nous  venons  de 
traiter,  renferment  des  fonélions  de  4^^:  mais  il  arrive 

' a X ^ 

afl'ez  fouvent  que  par  la  fubftitution  de  = ou 
df  = zdxy  on  parvienne  a des  équations  finies,  8c 
même  algébriques  entre  « & /,  fans  employer  les  mé- 
thodes ordinaires  d’intégration;  c’eft  ce  que  nous  allons 
éclaircir  par  des  Exemples. 

Soit  la  différentielle  ydx-^xdy  —a dx^  — <-<//*  ; 
en  debaraffant  cette  équation  du  figne  radical,  on  aura 
yydx*  — 2xydxdy~^xxdy*  = aadx^~^aady'  ; 8c 


V 

\ 
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fdifanc  x^8c  divifant  par  d x , l’equatlon  fe  réduit  a 

cette  forme  ^ = z * -t- i-t-zz,  qui  renferme  encore 

une  cxpreffion  dilférentielle  a caufe  de^  = !5.  Si  on  dif- 

férentie  une  fécondé  fois  requation/  = 2 x-¥al^ i-4-zz, 
on  aura  d v^=z%d x—\rxd%—\ — . Or  fubflituant 

■'  l-fzz 

xdx  a la  place  de  <//,  on  aura  xdz-h-^à==~o^  8c 

!>' i-+s; 

divifant  par  d*  on  aura  x = - .T.  . Enfin  a caufe  de/= 

y 1 zz 

xx^a^  — t-xz,  on  trouvera  par  fubllitution  / = 
. . Il  fera  maintenant  aifé  de  faire  difparoitre  la 


variable  x des  deux  équations  x = 


& / = 


•—  " ; il  ne  faut  qu’ajouter  enfemble  les  quarres  xx 

If  l-i-zZ 

&//,  on  aura  xx~¥y)r=.~  ^ , équation  al- 

I Z 

gebrique  entre  les  variables  x & / , d’où  l’on  voit  ce 
cas  afféz  fingulier,  qu’une  différentiation  réitérée  peut 
conduire  a l’intégrale  cherchée . 
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On  refoudroit  de  même  Tequadon  plus  compliquée 

j/dx — xdy=a^dx^  -\-dp‘^  dont  on  auroit  de  la  pei- 
ne a trouver  l’intégrale  par  d’autres  voyes.  Nous  fup- 
pofcrons  djf  = zdx^  pour  zvoir  ^''dx^•^+dy  = 
dx^ !-+■»’  , & par  confequent  / — zx—a^ i— , 

8c/~xx—hai^  1— Ha*  J maintenant  par  une  double  dif- 
férentiation, on  trouve  y = Z </*-!-«</*— I — mis — . 

' ✓ 3 y f 


d’où  l’on  tire  o = xd z~+  - 


^"(1 -*■*’)*  ’ 


& f = — - ** Sc  en  ajoutant  les  cubes,  on  trou- 


î î *’(  I —5*1 î 

vera  y — HZ’ = — i t?^= — a • 


ire  — ^ — *!~*~*  ~*~^  , & par  confequent  y = ■ 


; d’où  l’on 


(i-ys»r 


— & enfin  y^  = ->rx^ -^y^)\ 

CCCCVII. 

si  on  vouloit  intégrer  par  les  méthodes  ordinaires 
l’equation  precedente  y^dx*  — zxy  d xdy dy*  =s 
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•a*  , OU  = 


— 1 n jrdtdjr  — a a d -t- y*  ti 

aa  — XX  * 


on  auroit  en  multipliant  le  numérateur  & le  dénomi- 
nateur par  a a-— XX  y 5c  en  tirant  la  racine  quarrée  d/ 

— — *ydx-i-atix  i^xx-t-yy  <>•«  comme  il  eft  aifô  de 

a a — ' X X ^ 

s’en  afbùrer  en  quarrant  de  nouveau,  & en  fubllituant 

pour  aadx\  5c  pour  andx^-\raady^  leurs  valeurs 
refpcfliv'cs  que  donnent  les  équations  precedentes  j car 
on  aura  alors  une  expreffion  identique:  donc  1 équation 
propofée  deviendra  aady  — xx  d y x y d xz=z  a d x Y, 

y'xx-*-yy  — 4/T,  dont  il  faut  maintenant  chercher 

l’intégrale.  Soit  pour  ceIa/  = «<^ aa — ■ ** ; on  aura 

xx-+-yy  — aa=  {a a — **}(««  — i),  5c  dy^ 

d U a a— XX  — d où  Ion  tire  a/t  dy~~~  ftx  dy 

y aa  — *x' 

i _____ 

—^xydx~du{ita — xx)*  z=zadxl'  a a — xx.^'uu — i , 

ou  ■ , équation  dans  laquelle  les  va- 

fiables  x 8c  u font  feparées. 

Nous  obferverons  maintenant  que , refoudre  une 
équation  foit  différentielle,  foit  intégrale , n’eft  autre 
chofe  que  de  trouver  une  valeur  de  x en  ou  de  ^ 
en  X,  qui  étant  fubftituée  dans  cette  équation  donne 

0 = 0. 
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o~o.  Or  fl  on  fait  dans  la  transformée  i^u u — i 
= 0,  ou  uu  = i,  on  voit  que  cette  condition  fatisfait 
a l’equation,  puifque  le  membre  adxl^  aa  — xn. 


s’evanoült  en  même  tems  que  du(aa — **)*, 
a caufe  de  ««=i,  & par  confequent  du—o.  Donc 

en  fubflituant  on  aura  y = — t- aa — xx^ 

ou  « X — <*//  = /»//,  comme  cy— deflus . 

Si  on  vouloir  intégrer  l’equation 

par  le  moyen  des  logarithmes,  on  auroit  £. («— 

— I ) = 7 ^ i = » X 

; n étant  une  confiante  arbitraire;  d’où  l’on 
tire  « = 7 & par  confequent 


♦ . '• 


i- 


jf  = uy^aa — xx  = -^  (/»— t*x  ) («— -x)  , équation 
différente  de  la  première.  Enfin  on  trouveroit  encore 
un  autre  refultat,  en  confiderant  la  transformée  xi/s 
»+p=s==o^  il  efi  clair  que,  cette  équation  étant 

multipliée  par  <^sf,  on  pourra  regarder  dz  comme  zéro, 

c’eft  a dire,  » cùmme  conftante  que  nous  nommerons 

! . , .'B  b*»'  ‘ '*  *■  '* 

■ . « • • . , 


• •».  ;1  ' 


t ..  » 


• II-  t ‘ 


’ I'  V 


» !•;  •<  S • 


••  ,•  * - tv  , 


Digitized  by  Google 


Elemens  du  Calcul  Inte'gral 


n:  d’où  l’on  tire  immédiatement  i-+zz~nx 


~+  a 1— 

On  voit  aifcment  qu’on  intégreroit  de  la  même 
façon  toutes  les  équations  de  cette  forme  jfdx — = 

4»  ; car  fup- 

pofant  (i/—zdx^  on  auroit  y = zx—{- 

difierentiant  de  nouveau, 
S^  divifant  par  on  trouvera  *=: 

, &/  = 


— V if  f î 


n'/T‘ 


-(3  s'  - 


-vï-f.  )’ 


f — 4-  ( >j  — v")  a 6 Z*  -+  ( ff  — fi  ) rf  y î;**  — 4-  &c» 

V 
n*'  C- 


, d’où  on  tirera. 


en  chalTant  * , une  équation  algébrique  entre  x & / . 
Or,  puifqu’on  a aufli  dz=o,  & z—m  confiante,  on 


aura /=:»;*— t-i»  a—^^m-+yni 

ccccviir. 


■O-f. 


Ces  différentes  maniérés  de  confiderer  les  différen- 
tielles précédentes,  d’où  naiffent  différentes  intégrales, 
donnent  lieu  a un  cas  bien  fiiigulier,  & a une  efpece 
de  paradoxe  dans  le  Calcul  Intégral.*^  On  s’imagine 
communément  qu’ayant  une  équation  différentielle  quel- 
conque, on  n’a  qu’a  chercher  fon  intégrale,  & ajouter 


Juitfi'vte  Ct»  /esx  Iffxnkf  1774  «► 


yvs» 


fvt^on.  «»>.nsa>e,  /•tf.-J.fiOK  .-e  ce^^ç. 
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une  confiante  a cette  intégrale,  pour  avoir  la  plus 
grande  généralité  poflible,  Sc  on  ne  doute  pas  alors 
d'avoir  une  intégrale  qui  fatisfafTe  a toutes  les  folutions 
poflibles.  Nous  venons  cependant  de  démontrer  qu’on 
peut  trouver  une  valeur  de  * en  /,  qui  n’efl  pas  conte- 
nue dans  l’equation  intégrée,  quoiqu’elle  donne  une  re- 
folutiou  de  l’equation  différentielle.  Ainfi  dans  l’exem- 
ple 


tadf  — xxdy—¥xydxz=adxy'  x x—^yy  — a a , 
où  les  variables  font  mélées,  nous  avons  fait  voir  que 

par  la  fubflitution  de  a a 

fi  U a A t 


■XX.,  on  a la  feparée 

. **  '*  - — - — , dont  l’intésrale  prife  dans  toute 

y'uH—i  ■“‘  — XX  y O r 

fon  etcndué  feroit  «• 


U U — i=n§/ : d’où 

^ 4— X ' 

nous  avons  tiré  l’equation  jf  = — (a-^-  x)-h-^  (a — x). 


Or  il  e(l  évident  que  cette  intégrale,  quelque  generale 
quelle  foit  a caufe  de  la  confiante  indefinie,  ne  renfer- 
me pas  T3q nation  y y-i-xx-=aa,  qui  fatisfait  cepen- 
dant a la  différentielle  propofée. 

On  peut  ramener  toutes  les  équations  différentiel- 
les, qui  font  dans  ce  cas  de  fingularité,  c’efl  a dire, 
qui  échappent  a l’intégration  ordinaire,  a la  forme  ge- 
nerale Vd  z.~Z  {P  d x—\r^dy)  dans  laquelle  x efl 
une  fonclion  quelconque  des  deux  variables  * & /,  &: 


ip6  Elemens  du  Calcul  intégral 
aulTi  des  fon^Eons  quelconques  des  variables  x S<.  y , 
Car  il  eft  évident  qu’en  faifant  Z — o^  cette  fuppofi* 
tion  fatisfait  a la  queftion,  puifque  de  là  on  tire  a 
égalé  a une  confiante,  & par  confequent  dz~o;  ce 
qui  fait  évanouir  les  deux  membres  de  l’equation , 
comme  il  le  faut.  Ou  bien,  ce  qui  revient  au  meme, 
ces  fortes  d’équations  fingulieres  font  renfermées  dans 

la  forme  fl  x/,  dans  laquelle  6*/  eft  une 

|*joJ 

fonflion  quelconque  de  * & de  / ; <pxy  une  autre , & 
defigne  une  autre  fonélion  de  la  fonflion  ?>x/. 


mais  telle  que,  q>xy  étant  égalé  a zéro,  \<fxy  le  foit 
aufii.  Toutes  les  équations  renfermées  dans  cette  for- 
me auront  la  fingularité,  dont  nous  traitons.  Car  on 
voit  aifément  les  deux  folutions  que  donne  cette  équa- 
tion différentielle;  l’une  eft  C-+-ôx^  = 5'.  ^==1^,  que 

tid 

l’on  trouvera  en  intégrant,  & l’autre  eft 
que  l’on  a fans  intégration,  ce  qui  peut  fervir  a expli- 
quer ce  paradoxe;  car  on  voit  par  là  qu’il  ne  fe  trou- 
ve que  dans  des  Problèmes,  qui  n’avoient  pas  befoin 
d’intégration  pour  être  refolus.  Cette  reflexion  pourrait 
s’éclaircir  par  des  Problèmes  de  Geometrie;  mais  ces 
difeuffions  n’entrent  pas  dans  le  plan  de  nôtre  Ouvra- 
ge: il  nous  fuffit  d’avoir  fait  voir  que  ce  Cas  ne  peut 


•* 


• * 


et 
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faire  une  exception  a la  réglé  generale  du  Calcul  In- 
tégral. 

C’eft  par  cette  même  raifon  qu’il  arrive  quelque 
fois  qu’une  équation  difi'érentielle  n’eft  pas  intégrable, 
ny  même  feparable , dont  on  peut  trouver  neantmoins 
la  refolution  par  une  équation  finie , qui  fhtisfait  a la 
queftion.  Ainfi  l’equation  différentielle  aa(aa — xx)dy 

—¥  aax^  dx'=.{aa—xx)(^y  dx‘-~x  d)i)^  xx-*-jfj/-—aay 
qui  fe  réduit  a la  forme  generale  precedente,  & dont 
on  tentcroit  en  vain^  l’intégration  ^eft  cependant  rcfolu- 
ble  par  la  fuppofition  de  yy~-\-xx=.aa.  Car  fuppofant 
yy—i-xx — aa=o^  les  deux  membres  de  l’equation 
s’evanoüilTent . Puifque  le  fécond  membre  de  l’equation 
(<»<r — xx)(^ydx — xdy)l^ xx-i-yy  — aa  eft  multiplié 

tout  entier  par  l^yy~*-xx — aa==Oj  il  eft  évident  que 
ce  membre  efl=o.  Déplus  yy^xx  = aa  & par  con- 
fequent  zy dy—^zxd x^  ou  ydy-i-xd x=o  • mais  le 
premier  membre,  a caufe  de  aa — xx=y*  ^ devient 
(tay^  dy-i-aay  xdx~aay(y  d y -¥xdx) donc  il  eflr 
=0.  On  le  verroit  plus  clairement,  en  fuppofant / = 

% aa  — X X’  car  alors  l’equation  prendra  la  forme  aadz 
=z(jfdx—xdy)  I,  & faifant  a*—  i , 

ou  aura*' — i=o,  ou  z = i,  & par  coufequent 


1^8  Elemevs  du  Calcul  Intégral 
CCCCIX. 

Lemme  . Si  on  multiplie , ou  (I  on  divife  une 
dilférentielle  quelconque  par  une  fon£lion  de  Ton  inté- 
grale , le  produit  ou  le  quotient  fera  une  différentielle , 
qu’on  pourra  toujours  intégrer  par  la  première  Partie 
du  Calcul  Intégral. 

Démonstration.  Soitdx  une  différentielle  quel- 
conque dont  l’intégrale  eft  x , & X une  fonélion  de  x; 

sC 

il  eft  évident  que  le  produit  x & le  quotient  — 

feront  des  différentielles  a une  feule  variable  x . On 
pourra  donc  les  intégrer  l’une  & l’autre  par  les  métho- 
des de  la  première  Partie , & l’intégrale  du  produit , 
S.Xd»  fera  égalé  a l’aire  d’une  courbe  dont  l’abfciffe 
fera  x,  & l’ordonnée  perpendiculaire  X;  l’intégrale  du 

quotient,  S.~  fera  égalé  a faire  d’une  autre  courbe, 

qui  aura  x pour  abfciffe,  & ^ pour  ordonnée  perpen- 
diculaire. C.  F.  D. 

ccccx. 

Corollaire.  Suppofé  qu’une  équation  différen- 
tielle foit  compofée  de  deux  membres,  dont  fun  foit 
intégrable,  & que  F reprefente  une  fonftion  quelcon- 
que de  fon  intégrale,  & que  l’autre  membre  foit  le 
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produit  d’une  différentielle  exaéle  dj>  par  une 

quantité  quelconque  fi,  en  multipliant  toute  cette 
équation  différentielle  par  la  fonélion  F de  l’intégrale 
de  fon  premier  membre , on  trouve  dans  le  fécond 
membre  multiplié  par  cette  môme  fonélion,  ou  dans 
F que  le  protluit  une  fonélion  quelcon- 

que de  l’intégrale  y de  la  différentielle  exafle  dy  ; tou- 
te l’equation  ainfi  multipliée  fera  intégrable  par  les  mé- 
thodes de  la  première  Partie . Cela  ell  évident  par  le 
Lemme , puifque , par  cette  multiplication  , le  premier 
membre  de  l’equation  deviendra  le  produit  d’une  diffé- 
rentielle par  une  fonflion  de  fon  intégrale , & que  le 
fécond  membre  deviendra  auffi  le  produit  d’une  autre 
différentielle  par  une  fonftion  de  fon  intégrale. 

Pour  rendre  plus  clair  ce  Corollaire  important  foit 
une  équation  différentielle  ydx  = o.  En  ajoutant  de 
côté  Sc  d’autre  *<//,  on  aura  ydx-^-xdy  = xdy’y 
l’intégrale  du  premier  membre  y d x-¥xdy  de  cette 
équation  eft  xy  ; le  fécond  membre  xdy  ell  le  produit 
de  la  diflérentielle  exafle  dy  par  la  quantité  x.  Sup- 
pofons  premièrement  que  F foit  une  fonélion  quelcon-^ 
que  de  l’intégrale  xy  du  premier  membre;  en  multi- 
pliant toute  l’equatlon  y d x-¥xdy  — xdy  par  F , on 
aura  F(ydx-^-xdy)=:Fxdy;  le  premier  membre 
F.d{xf)  fera  intégrable  par  le  Lemme  precedente , & 
le  fécond  membre  F xdy  le  fera  auffi,  lorfque  le  pro- 
duit Fx  fera  une  fonélion  de  y. 
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CCCCXI. 

On  fc  fert  avantageufement  du  Corollaire  prece- 
dent pour  trouver  quelques  formules  d’équations  inté- 
grables par  le  moyen  de  i’cquation  z — ou  dx  — 
zdy  — o.  On  met  pour  cela  cette  équation  fous  la 
forme  fuivante  dx  — zdy — ydz-\-ydz~o.  Enfui- 
te  on  la  multiplie  par  une  fonflion  X de  x,  & on  y 
ajoute  zydX  — zydXy  ce  qui  ne  la  change  pas. 
On  a par  Ih  l’equation  Xdx-^Xzdy  — Xydz  — 
%y  d X-^-y  Xdz-i-zy  d X—o,  ou  bien  Xdx  — Xzdy 
—’Xydz  — zydX=z — y Xdz  — zy  d X.  Or  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  eft  intégrable , Sc  foii 
intégrale  eft  , comme  on  le  voit  en  prenant  la  diffé- 
rentielle , S.  Xdx  — y Z X.  Le  fécond  membre  eft  la 
différentielle  de  -—zX  multipliée  par/.  Donc,  en 
multipliant  toute  l’equation  par  une  fon£lion  (p(S.Xdx 
•—Xyz)  de  l’intégrale  S.Xdx  — Xyz  de  fon  premier 
membre,  on  aura  pour  produit  l’equation  q>{S.Xdx — 
Xyz){^Xdx^d.(Xyz)y  = — d.{zX)X^><S>(S.Xdx 
^Xyz),  qui  fera  intégrable,  lorfque  y X <?(S.Xd x 
m—Xyz)  fera  une  fonflion  de  zX  (Art.  ccccx. ). 

CCCCXII. 

THEOREME  VI.  L’equation  Xdx  — d.(Xyz) 
— — y.d.{Xz)  eft  intégrable,  lorfque  l’intégrale  du 

premier 
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premier  membre  S.X d x—Xy  z eft  égalé  a une  fonflion 
du  produit  de  y multiplié  par  une  fonflion  de  Xx.. 

Demokstration . Soit  ç'(Xz)  une  fonflion 
de  Xz;  <f^y'f\Xx)y  une  fonilion  du  produit  / X 
ç' ( X Z ) . On  a , par  la  fuppofition  , S.Xdx  — X/z 
= 9' •{]/.  9' ( X Z ) }• . En  confider:.nt  /. 9' ( Xz ) , com- 
me une  feule  inconnue  «,  & le  membre  S.Xdx  — 
À'/ Z,  comme  une  autre  inconnue  r,  on  aura  r=9"(«); 
d’où  il  fuit,  par  la  nature  des  équations,  que  u fera 
égalé  a quelque  fonflion  de  r,  que  nous  defignerons 
par  9 ( t ) , ou  par  9 ( 5".  X z — Xy  z ) ; on  aura  donc 
q>  (S.Xdx  — Xy  z)=/.  9'(Xz);  8c  puifque  Xdx  — 
d,(Xy  z)~—y,d,(Xz)  J en  divifant  de  côté  5c 

d’autre  par  des  quantités  égalés , on  aura 


—f.d.(Xz)  —d.(Xz) 

9(.Xz) 


membre  eft  une  différentielle  divifée  par  une  fonflion 
de  fon  intégrale;  donc  cette  équation,  8c  par  confe- 
quent  la  propofée  feront  intégrables  ( Lemme  Article 
ccccix.  ).  C.  jp.  F.  D. 


CCCCXIII. 

Corollaire.  L’equation  Xdx — d,(Xy z)  = 
—y.d.(Xz)  eft  intégrable,  lorfqu’on  a cette  autre 
équation  S.Xdx=zayXz-¥by'}Cz* ; <*,  n étant 

C c 
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confiantes.  Car  cette  derniere  équation , en  ôtant 
de  part  Sc  d’autre,  devient  5.  Xd*— = 
AyXz-yXx-^byX”  z”  =/{aXz  — Xz-»-^(Xz)’'}- 

r=/.(p'(Xz).  On  aura  donc  = 

— — &,  en  intégrant  de  part  & 

d’autre , L.{S.Xdx  — X/z)  = 

Hante. 

Exemple.  Suppofé  que  dans  les  deux  équations 

1 

du  Corollaire  on  ait  <»=i,  ^ = 2,  » = i , X=x’  , ou 

t I 

que  ces  deux  équations  foient  «V*— </. (/x’z)=— 

i,  3 ' * * 

^•.(/.(/*’z),&  “x’=/x’z-t-2/x*z  = 3/*  *z,  onaura 
pour  intégrales  jx* — /x*z  ^ C. 

»»’z 

1 

= — ^ Z»  ( x*z) —♦■I..  5',  en  mettant  jL.  ^ pour  la  con- 

I 1 t 

Hante  C.  Or-^L.(**z)  = Z..(  x*z)‘ , & L.  q —L. 


; donc  L. 
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Z~  — ’T — : , & en  repaffant  des  logaritlimes  aux  nom- 


bres,-*’— yx'zz=z—-^ — p=— ^ — ; par  confequent 

* (x"0‘ 

2 1 11 

— x^z* — j/x*z*=q.  Si  on  fubftitue  dans  cette  equa* 


,1.» 


tion  la  valeur  de  z = - — - = ^ , qu’on  tire  de  l’e 


9J' 


îj'* 


J, 

X r 


2 , — i 

* 4 ,/  * * 4 

7*  -y  JJ— • 


quation  Y X =3/x  z,  on  aura  ^ 

3'—^)  équation  fans  z,  ou  lans^^,  & par  laquel- 
le on  peut  trouver  la  valeur  de  x en  /,  Sc  celle  de  y 
en  K • 

CCCCXIV. 

THEOREME  VII.  Si  on  a l’equation  x-hZ-i-a 
1 laquelle  a eft  une  confiante,  Z 

d X 

une  fonflion  de  z,  & z = — , ou  dx  — zd/=:o,  on 
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aura  aufli  l’equation  fuivante  (« — ■=. 


~—d7 


* |/— > 

r za  Z 

Démonstration.  L’equaûon  propofce,  en  ôtant 
jf%  de  part  S:  d’autre,  devient  * — y%^Z-¥a  — 

yyztiz  . îJZ  z<iz  f d Z la 

^ .rz — h — = > comme  on  le 

la  Z 2az  ^ 2 d Z ' az  / ' 

voit  clairement,  en  faifant  le  quarré  de  (/ — ‘jf’)» 


qui  eft  //  • 


2ydZ 


, & le  multipliant  par 


d t 


zdZ 


zd  Z 


j;  car  le  produit  eft 


en  prenant  la  racine  quarrée  des  deux  membres  de 

1 

l’equation,  on  aura  (x— Z -+•«)*  =(/ — 4f  ) ^ 

f/ Mais,  par  l’hypotefe  , dx  — xd/  = o’,  par 
confequent  dx  — zdf  — /dz—\-dZ~  — y dz-^d Z ^ 

dt  — zdy  — ydz-+d  Z — y dz-+d  Z 

(jf — ** 

— dz(y—il.) 

& par  ce  que  dx-^zdy — •' 

ld£  2dZ 

y dz-^rd Z eft  la  diflcrentielle  de  (k— -/*— t-Z— 
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en  intégrant  chaque  membre  de  cette  demiere  équa- 


tion, on  aura  (« — /«— t-Z— h/»)*  = 
C.  F.  D. 

CCCCXV. 


THEOREME  VIII.  L’equation  Jx  — xdy  = o efl; 
intégrable,  lorfqu’on  a l’equation  x — »-Z— H4  = 
dans  laquelle  Z Sc  Z'  font  des 

fonéUons  de  »,  & 9 une  fonélion  du 

produit  -2'X  (/  — 4f)* 

Démonstration.  Puifque  x — /»-+-Z-+-/7  = 

— 4f-)}-,on  aura9'(x— /z-t-Z-^rf)=Z'X 

Çy — , & parce  que  l’equation  dx — z = 0 fe  réduit  a 

cclle-cy  </x — xdf — ydz-^dZ— — •/</»— t-</Z,  on  aura 
a*  — zdv  — ydz-4-àZ  — — ti  Z)  ‘*'(2’ — "4“) 

“ {((.X— ^z-<-Z-ha)  — 

Et  puifque  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion font  deux  différentielles  divifées  chacune  par  une 
fonftion  de  leur  intégrale  , ces  deux  membres  font  in- 
tégrables (par  le  Lemme  Art.  ccccix. ).  C.^F.D, 
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Nous  allons  expliquer' clans  les  Problèmes  fuivants 
une  méthode  generale  pour  intégrer  un  nombre  quel- 
conque N d’équations,  renfermant  le  nombre  N-¥i 
de  variables  r,  *,/,*,«,  Ô'r.,  chaque  équation  étant 
de  la  forme  adx—^bdy—^cdx—^^D'c.—^^bx—^ky—^ 
ix—hÙ’c.)Tdr~^^dt=o^  dans  laquelle  a^byC^(D‘c.^ 
h , k -,  ! 1 font  des  confiantes  quelconques,  ou  zéro, 

T une  fonflion  de  r,  la  même  dans  toutes  les  équa- 
tions, & fl  une  fonélion  de  /■,  qui  peut  être  différente 
dans  les  différentes  équations,  ou  zéro.  Pour  intégrer 
ces  équations,  on  les  multiplie  toutes,  excepté  une 
que  nous  fuppoferons  toujours  être  la  première,  par 
différents  faéleurs  conflans , mais  indéterminés . Enfuite 
on  ajoute  toutes  les  équations  ainft  multipliées  a la 
première,  on  a celle  qui  refulte  de  cette  fbmme;  on 
déterminé  les  valeurs  des  faéleurs  ou  coefficients  con- 
fiants, de  telle  forte  que  cette  équation  fe  reduife  a 
la  forme  de  l’Article  cccLXXxn.,  ou  a une  autre, 
dont  les  variables  puiffent  fe  feparer.  Nous  avons  déjà 
traité  deux  équations  de  cette  forme  dans  l’Art. 
cccxLVii.,  mais  nous  devons  expliquer  icy  plus  au 
long  ce  que  nous  avons  dit  brièvement  dans  l’endroit 
cité. 
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CCCCXVII. 

PROBLEME  V.  Trouver  les  intégrales  des  deux 
équations  dx-^{ait-^bjr)  dc=Z0jdy-\-{b)i~^k}>)dt 
=0. 

Solution  . On  multiplie  d’abord  la  fécondé  de 
ces  équations  par  un  faéleur  confiant  & indetenninc 
elle  devient  Adj'-+(bx'-¥k/).^dt:=o.  On  ajoute 
cette  équation  a la  première,  ce  qui  donne  la  fomme 
dx-i-Adjf-^^(a-^l>A)ii-{r{b—k-kA)yydt.=:zo.  En- 
fuite  on  fait  enforte,  que  dans  cette  équation  la  quan- 
tité qui  efi  multipliée  par  dt  devienne  un  multiple  de 
intégrale  de  la  différentielle  d x-+Ad/,  afin 
qu’ayant  fuppofé  x-¥A/~u,  &,  M étant  une  con- 
fiante indéterminée,  l’equation  prenne  la  forme  </«—»■ 

Mudt=Oy  ou^-t-M</r=o,  dans  laquelle  les  variables 

U 8c  f font  feparées.  On  aura  donc  par  cette  hypothefe 
ax  bAx-+b/-¥kA/—Mx—*‘MAy]  8c  en  compa- 
rant terme  a terme  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, ax-+bAx—Mx^  8c  b/-\-k  A/—MA/  -,  d’où 

l’on  tire  M=a-¥hA^  &,  Mz=z.  ^ ; par  confequent 

a-^hA—  les  réglés  connues  de  l’Al- 

gebre,  bAA-¥aA — kA=:b,  8c  A= — ~ 
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^ . On  a donc  par  li  deux  valeurs  de 

yl\  3c  fuppofant  ou  d x-^A  dy=zdu^ 

puiCque  M=::a—¥b A^  on  aura  du—^-(a—^bA^udt^=zo^ 
ou  ^-^-{a^b  a)  d t = o y 8c  ~ = — dr(a-i-bA); 

8c  y en  intégrant,  L.u^C — t(a-^bA)y  C étant 
une  confiante.  Donc  en  prenant  e pour  le  nombre, 
dont  le  logarithme  efl  l’unité,  ou  en  fuppofant  L.e—i , 
& L.g  — Cy  on  aura  L.u—L.g — r(a~^  b A)  L.e~ 

.g^L^e  ^ —L*ge  ^ y ^ confe- 

qucnt  cela  pofé,  foient  />,  p'iesdeux 

valeurs  de  A trouvées  cy-defTus;  Sc  au  lieu  de  l'equa- 
tlon  X -+A^~Uy  on  aura  ces  deux-cy  x-¥p/  = :i  y 
8c  x—^p'y—u'\  8c  de  meme  au  lieu  de  l’equation  w= 

on  aura  les  deux  fui  vantes  u — 

^ Y)cs  deux  équa- 

tions x-^-py—Uy  & x-¥p'y~u  on  tire  aifément  les 
valeurs  de  / 3c  de  x ; car  en  retranchant  la  fécondé 
équation  de  la  première,  on  a py — p'y  = u — 3c 

/ = ; 3c  par  la  première  équation  on  trouve 

(pu  pu'  y.  p‘u  — pu'  -tn 

)=  ^ P ■ Dans  ces 

valeurs  de  x 3c  de  on  mettra  pour  u 3c  pour  u 

leurs 
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leurs  valeurs  8c  8c  on 

déterminera  les  confiantes  g Sc  g'  par  les  valeurs  que  x 
8c  y doivent  avoir,  lorfque  /■=:(»,  ou  efi  égalé  a quel- 
que grandeur  connue , & on  aura  les  intégrales  cherchées. 

Cette  Solution  ne  peut  fouffrir  de  dificultés,  que 
dans  le  cas  où  l’equation  h A A-*r  a A— k A — ^ = 
ne  donne  point  deux  valeurs  de  A^  ce  qui  arrivera  fi 
b — o^  ou  b—o^  8c  dans  le  cas  où  les  deux  valeurs 
de  A font  égalés.  Or  i.°  Si  b—Oy  une  des  valeurs 

de  efi  =0,  & l’autre  efi  ■ ; c’efi  pourquoi  il 

n’y  a qu’a  fuppofer  dans  les  formules  precedentes 
p'=^Oy  & l’on  aura  les  valeurs  de  / & de  2.°  Si 
h:=Oy  la  fécondé  équation  dy -¥(^b x-^ky)à t — o 

fera  dy-^kydt  — Oy  ou  “ = — kdty  d’où  l’on  tire 

m étant  une  confiante,  & par  confequent 
y fera  une  fonélion  de  r,  que  nous  defignerons  par  fi; 
8c  en  fubfiituant  cette  valeur  de  y dans  la  première 
équation  d x-*-axdt-*-bydt  — Oy  elle  devient  dx—^ 
axd t-+b6  d t=:zo  y équation  qui  fe  réduit  a la  formule 
de  l’Art.  CCCLXXXII.,  8c  qu’on  intègre  par  cet  Article. 
3.“  Si  les  deux  valeurs  ds  Ay  p 8c  p'  font  égalés,  on  aura 

toujours  en  mettant  p pour  A; 

fubfiituant  enfulte  cette  valeur  de  u dans  l’equation 

D d 
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P'\  ^ 

ie-+p/=:u  y on  aura  "=gc  '■  — pj/ . Oa 

mettra  cette  valeur  de  x dans  la  fécondé  équation  dp 
-^bicdt-^kpàt:=.o^  & elle  deviendra  dp-^k/dt-^ 

hge  i t — h P P df=o  ^ o\idp—¥(^k — bp)p  dt 

—¥bgé~‘^“~*''’^^dt=:o^  équation  qui  fe  réduit  enco- 
re a la  formule  de  l’Art.  CCCLXXXII.  4.*  Enfin  fi 
les  valeurs  de  A etoient  imaginaires,  le  Problème  fe 
rcfoudroit  toujours  de  la  même  maniéré.  Car  nous 
avons  vù  (Art.  xçviii.)  que  les  exponentielles  imagi- 
naires fe  reduifent  toujours  aA-¥Bf^  — i,  A — BX 
— I , A 8c  B étant  des  quantités  réelles;  & fi  les 
valeurs  de  x & de  p dévoient  être  réelles,  les  imagi- 
naires en  difparoitroient . 

CCCCXVIII, 

PROBLEME  VI.  Trouver  les  intégrales  des  deux 
équations // X -f  (/tx -+-^1')  T d d f=o^dp-^{bx-ir 
kp)Tdt-i-S'dt  — o^  dans  lefquelles  T eft  une  fon- 
éiion  de  r,  Je  é,  ô'  aulTi  des  fonélions  quelconques  de 
/,  ou  zéro. 

Solution,  Elle  eft  a peu  prés  la  même  que 
/ celle  du  Problème  precedent.  Car  en  multipliant  la  fé- 

condé équation  par  Ay  8c  ajoutant  le  produit  a la  pre- 
mière équation,  on  aura  dx—^Adp-^{^{a-+bA))t 
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Enfuite  fi 

on  fait  dx—^Adj/—Ju,  ou  Ay=.u , A')  x 

~^{b-^kA)y—Mx-^-MAy^  on  trouvera,  comme 

dans  le  Problème  precedent,  M—a-^bA—  A 


(‘-k\  . 

lA  Th 


& du—^{^a—^rbA')  X 


uTdt-h-{^è-h-9  A)dt=zo  y équation  qu’on  intégrera  par 
la  méthode  de  l’Art.  cccLXXXii.  Suppofé  prefentement 
que  les  deux  valeurs  de  A foient  />,  & />',  on  trouve* 
ra  encore,  comme  dans  le  Problème  precedent,  / — 

& x — ^"~J:i.  8c  dans  ces  deux  valeurs  de  y & 

de  X on  mettra  pour  u & pour  u leurs  valeurs  trouvées 
par  l’Art.  cccLXXXii.  C.  ^ F.  T. 


CCCCXIX. 


Corollaire.  Il  ne  fera  pas  plus  difficile  d’inté- 
grer les  deux  équations  dx-h-mdy^{ax-¥by)Tdt 
— 4-ôd/=o;  dy-¥ndx-¥  (^bx—h‘ky)Tdt-iri'  dt  — o. 
On  multipliera  la  fécondé  équation  par  A^  Sc  ayant 
ajouté  ce  produit  a la  première  équation,  on  aura 

( I -¥nA)dx-^{m-h-A)dy-hr(^a-^bA)»T dr-¥(^b-^ 

kA)yTdt-h-(^6-hrA^')dr=zo.  On  fera  enfuite  (i—h 
n A)  x^(m-h-  A)y—u  ^ & (a-h-bA)x—*-(b-h-kA)y 
i^nA)x-i-M(m^A)yj  d’où  l’on  tirera  M 
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.hA^ 

• n 


M=z 


■ iA 


■ h A 


rn  —♦*  A y \ — n A 


b-^kA 
m^A  * 


& Ju. 


Mu  Tdr-^(6~hyfi')tJf=:^o.  On  fera  le  refte  comme 
dans  le  Problème  precedent,  en  fe  fervant  de  l’equa- 
tion  ( I — X— 4- , au  lieu  de  x-+» 
<»/=«,  & ayant  egard  aux  différentes  valeurs  de  yf 
& de  M. 

On  voit  bien  encore  que , fi  dans  les  équations 
proposes , les  deux  premiers  termes  dx  8c  d/  etoient 
multipliés  par  des  confiantes  quelconques , la  folution 
n’en  feroit  pas  plus  difficile  ; & d’ailleurs  il  efi  évident 
qu’en  divifant  chaque  équation  par  la  confiante  qui 
multiplie  fon  premier  terme,  on  la  reduiroit  a la  for- 
me propofée  dans  ce  Corollaire. 


ccccxx. 

PROBLEME  VIT.  Intégrer  les  trois  équations  dx 
(^ax—^rb/—^cx)  dr=o‘  d)>—¥  ( iéx-4-^/— h/«)  dt 
= dx-^-(mx-^njf-¥px)dt=o . 

Solution.  En  multipliant  la  fécondé  de  ces  e- 
quations  par  une  confiante  indéterminée  & la  troi- 
fieme  par  une  confiante  indéterminée  B , les  trois  e- 
quations  feront  alors  dx—\‘(ax-+by-¥cz)df  = o^ 
Adf-i-(Abx—\-Akj'—*-Alz)dt~o’  Bdz—h(Bmx—¥‘ 
B»)/-^Bpx)df=o.  On  les  ajoutera  enfemble,  la 

fomme  fera  dx-¥Adjf-^Bdx-h^{^a-^Ab-^Bm)H 
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— 4-  ( c—^  Al -4- S ) *3^  dt^zo . En* 
fuite  on  fuppofera  dx-¥Ady-^Bdz  — dn^  ou,  en  in- 
tégrant, x-¥Ay—^B%=^u^  S<.{a-i-Ah-^Bm)x-\-(^b 
-i-Ak—i-Bn)y-t-(c-t-Al-i-Bp)z^M  (x-+Ay—h 
Bz)=:Mu=:Mx—hMAy-hMB  Z ; afin  d’avoir  l’c- 

K 

quation  du—hMudt—o^  ou— = — dans  laquel- 
le les  variables  u 8c  t font  feparées,  & dont  l’intégrale 

eft  L.w=z — conltante,  ou  . Puis 

on  comparera  terme  a terme  les  deux  membres  de  l’e- 
quation  (^a-^Ab—¥Bm)x-^Ç^b-i-Ak-^Bn)y-^-(^c-^ 
Al-+Bp)z=zMx—i-MAy-i-MBz^  en  égalant  en- 
treux  les  termes  homologues,  & on  aura  les  trois  e- 
quations  fuivantes , M=za~hAb—hBm ; MAzzzb-i- 
Ak~i-Bn‘  MBz::c-i-Al—i-Bp;  d’où  l’on  tire  les 

deux  équations  a^Ab^Bm= ^ — 

lri-d.L:±ËI,  La  première  de  ces  deux  équations  a-\.Ah 
donne  & 

A ff  — 171  ' 

fublUtuant  cette  valeur  de  B dans  la  fécondé  équation 

— • _ C “♦*  ^ / ^4*  S P y • • 

5 ~y  on  aura,  apres  avoir  fait 

les  reduftions  ordinaires,  une  équation  du  troifieme  de- 
gré, qui  donnera  trois  valeurs  de  A. 
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Cela  pofé,  foient  />,  /»',  p"  les  trois  valeurs  de  A-, 
q\  q“  les  trois  valeurs  correfpondantes  de  B,  & r, 
r'y  V les  trois  valeurs  correfpondantes  de  iW;  au  lieu 

de  l’equation  u—ge  on  aura  ces  trois  autres 

• — rt  I I —r'r  « » — r"/  a 

équations  u—ge  ; u=gc  ; u=gc  , « au 
lieu  de  l’equation  *— * = « , ou  aura  les 

trois  équations  fuivantes  n—t-p^~^q%=:ge~^^ ; j»— h 

p' f —¥  q' g e ; x—¥p’y-¥q"x—ge  , De  ces 
trois  équations  on  tirera  les  valeurs  de  z,  & on 

déterminera  les  condantes  g y g y g par  les  valeurs 
que  doivent  avoir  *,  lorfque  r = o,  ou  eft  égal 

,a  une  confiante  donnée.  C.  F.  T, 

CCCCXXI. 

Remarqîje.  Si  l’equation  en  A n'a  pas  trois 
xacines  inégales,  comme  nous  l’avons  fuppofé,  on  pour- 
ra toujours,  pourvû  que  cette  équation  ait  au  moins 
une  racine , réduire  le  Problème  prefent  au  cas  du  Co- 
rollaire du  Problème  VI.  Car  foit  p la  valeur  de 
q la  valeur  de  B,  & r la  valeur  de  Tkf,  au  lieu  de 
l’equation  x-^A)>^Bz  = u=zL.gé~^* y on  aura 
x-*-pp^qz  = L.é~'";  Sc  l’on  réduira  les  trois  équa- 
tions données  a deux,  en  faifant  évanouir  par  le  mo- 
yen de  cette  derniere  équation  une  des  variables,  par 
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exemple,  *.  Mais  il  peut  fe  faire  que  l’equation  en 
A n’ait  aucune  racine,  ce  qui  arrivera,  ft  les  coefE- 
cients  qui  affedent  les  différentes  puiffaoces  de  font 
égaux  a zéro.  En  ce  cas,  fi  le  terme  tout  connu  de 
l’equation  s’évanouit  auffi,  c’cfl  une  marque,  qu’on 
peut  donner  a A telles  valeurs  qu’on  voudra,  & le 
Problème  devient  alors  plus  fimple.  Si  le  terme  tout 
connû  de  l’equation  ne  s’évanouit  pas,  on  augmentera, 
ou  on  diminuera  a volonté  un  des  coefficiens  f, 

i5,  (yc,  d’une  quantité  infiniment  petite,  pour  rétablir 
un  des  termes  de  l’equation,  & on  aura  pour  lors  par 
la  réglé  du  Parallélogramme  de  Newton,  une  valeur 
infinie  de  yf,  qui  fervira  a refondre  le  Problème.  Mais 
ce  n’eft  pas  icy  le  lieu  de  démontrer  cette  demiere  ré- 
flexion, qui  demanderoit  une  trop  longue  explication, 
laquelle  d’ailleurs  apprtient  a l’Algebre  finie . 

Il  eft  facile  d’intégrer  par  le  Problème  trois  équa- 
tions qui  contiendront  les  variables  x,  / , * multipliées 
par  des  conllantes , & par  une  fonflion  quelconque  de 
f , avec  leurs  différences  auffi  multipliées  par  des  confian- 
tes , & par  une  même  fonflion  de  r,  & de  plus  un 
terme  quelconque  f'rfr,  éVr,  qui  ne  renferme 

que  des« confiantes  avec  t.  On  n’aura  pour  cela,  qu’a 
operer  comme  dans  le  Problème  VI.,  & dans  fou  Co- 
rollaire; enfin  on  voit  affez,  par  tout  ce  que  nous 
avons  dit,  comment  il  faudrait  procéder  pour  intégrer 
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quatre,  cinq,  &c. , & autant  d’équations  qu’on  voudra,' 
pourvù  quelles  ayent  la  forme  préfcritte  dans  l’Article 
premier  de  cette  méthode.  Au  relie  on  rend  l’inge- 
nieufe  méthode,  que  nous  venons  d’expliquer,  beaucoup 
plus  generale,  en  fe  fervant  de  faéleurs  variables,  & 
indéterminés,  & de  la  propriété  des  équations,  qu’on 
fuppofc  être  des  différentielles  exafles.  Car  fi  l’on  a- 
voit  en  general  un  nombre  quelconque  N d’équations 
différentielles  renfermant  le  nombre  N— t- 1 de  variables 
combinées  entr’elles  de  quelque  façon  que  ce  foit;  en 
multipliant  toutes  ces  équations , excepté  la  première , 
refpeflivement  par  des  quantités  M,  M\  M',  Ô’r.  que 
l’on  fuppoferoit  être  des  fonflions  indéterminées  de  ces 
variables , on  ajouteroit  ces  produits  a la  première 
équation;  puis  multipliant  le  tout  par  un  faéleur  P, 
que  l’on  fuppofera  auffi  être  une  fonélion  de  ces  varia- 
bles, on  fuppoferoit  de  plus  que  l’equation  totale  cft 
une  différentielle  complette,  & on  deduiroit  les  équa- 
tions particulières  qui  naîffent  de  cette  fubditution . 
Nous  avons  déjà  donné  un  Exemple  de  cette  méthode 
(Art.  cccxLVil.);  nous  en  joindrons  icy  un  autre. 

Si  l’on  avoit  les  deux  équations  Adx—^Bdy-h 
C d A' d x—\rS d y -k-C d ^ dans  lelquelles 
AfB^C  y A\  B\C‘  font  des  quantités  qui  ne  renfer- 
ment que  des  confiantes,  & les  trois  variables  m,/,  s 
combinées  comme  on  vouira;  on  multiplleroit  la  fé- 
condé 
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conde  équation  par  M,  on  ajouterait  le  produit  a la 
première,  & multipliant  le  tout  par  /*,  on  auroit 

= 0;  or,  pour  que  celle-cy  foit  une  diHerenticlle  com- 
plette,  il  faut  (Art.  cccxxxii.)  qu’on  ait  les  trois 

équations  fuivantes 

rf.Çf  (C-^C'A/))  . 

d Z ' dx  ’ à Z ' 

d.{P{C;^CM))  ^ ^ 

4f  ( A'M)-*-P.  ^ ^-=17  {C-^CM) -h 

P.  ^(B-*- BM)  H- P.  ^ = 

( C -♦> C ) -t- P. . Si,  a l’aide  des 
deux  dernieres  équations,  on  tire  les  valeurs  de  , 


& de  & qu’on  les  fubftitue  dans  la  première,  on 
aura,  après  redu£lion  faite,  (C-^C M)^‘ 


d.{A-^.AM) 


dx 


E e 
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= 0.  équation  indipendante  de  P.  Ou  cherchera  donc 
pour  M une  fonflion  de  x,/,  z,  la  plus  generale  qui 
foit  poflible,  & qui  puilTe  fatisfaire  a cette  équation. 
Ayant  trouvé  A/,  on  cherchera  pour  P une  fonflion 
de  X , / , Z , qui  fatisfafl'e  a deux  quelconques  des  trois 
équations,  qu’on  a trouvées  d’abord  cy-deflus;  ce  qui, 
a la  vérité  , exige  fouvent  beaucoup  de  recherches; 
mais  cela  ell  du  moins  toujours  poflible. 

ccccxxri. 

La  Méthode  que  nous  venons  d’expliquer  pourroit 
aufll  s’appliquer  a des  quantités,  différentielles  qui  ne 
feroient  point  réduites  en  équations,  & qui  renferme- 
roient  ccriaines  conditions.  Telles  feroient,  par  exem- 
ple, les  deux  quantités  différentielles  de  cette  forme 
ads—¥?du^  & padu-^-r^Js-*-di4.<f(u^s)-+Js.<ii'(u,s)y 
dans  lcrquclles  r,  & r defignent  des  conflantes  données; 
ç(«,j)  & des  fondions  quelconques  de  «,  & 

de  s.  On  pourroit  par  les  méthodes  precedentes  rendre 
ces  deux  différentielles  complettes;  c’eft  a dire,  déter- 
miner les  valeurs  a,  & |3  enforte  que  les  deux  différen- 
tielles propofées  fbient  intégrables. 

Suppofons  pour  cela  que  l’une  8c  l’autre  différen- 
tielle foit  complette,  on  divifera  par  la  confiante  p tous 
les  termes  de  la  fécondé  difiérentielle , & faifant  — =/» 

' 9 
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& divKànt  la  fécondé  différentielle  par  n , on 
écrira  les  deux  différentielles  comme  il  fuit 
-4-3</x;  ds- 


J H.  t ( U,  l)  _ ds.o'(u,t)  ^ 


puifque  chacune  des  deux  différentielles  doit  être  com- 
plette,  il  eft  clair  que  leur  fomme,  & leur  différence 
doit  auffi  être  une  différentielle  complette.  Donc  i.°  11 

on  les  ajoute  enfemble,  Sc  qu’on  faffe  a-^li 


»-r=r,  on  aura  une  transformée  mdt-^-dt.y, 

•'  n 

JF(r,î)—4-</x.n(/,j),  qui  doit  être  une  différentielle 
complette;  les  expreflions  F(r,x),  n(r,î)  defigncnc 
les  fondions  de  r,  & de  x,  qui  proviennent  de  la  fub- 

ftitution  de  (r— x)F^  au  lieu  de  «.  Or,  parle  theo- 
reme  fondamental,  5c  par  la  condition,  nous  aurons 

dm  </.  F(f,j)  d.n  (t,s)  _ 

•jf—* — kt  "•  Donc  en  prenant  x pour  va- 

riable & f pour  confiante,  on  aura  — F(x,x) 

-+Fx— t-S.  jr f defigne  une  fonélion  de  t. 

2.0  Si  de  la  première  des  différentielles  propofées  on  ôte 

la  fécondé,  & qu’on  falfe-p^^ ^=/j  a=ju, 


ou , ce  qui  revient  au  même , fi  on  multiplie  la  fé- 
condé de  ces  différentielles  par  — i , Sc  qu’on  les  ajou- 
te enfemble,  on  aura  une  transformée  H-djf-¥d/^’ X 
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(y,!) , qui  doit  être  une  diflerentielle  com- 
plet te;  F s)  ell  une  fonction  de  /,r.  Donc  on  aura 


, , . , d.t'(y,‘)  d.F  .lr,t) 

par  le  theoreme  cite  — — i 


, &,  en 


fuppofant  s variable,  8c  y conltante , on  aura  /u.  = — 
9' (>'> 0 ^ - > l’expreflion  9'(/) 


defignant  une  fonêlion  de  /;  on  a donc  les  valeurs 
des  quantités  w,  m;  d’où  l’on  tirera  les  valeurs  de  a, 

?cde/3,  puifque  a— Sc  ji n — a=fx,c’eft 


f w — m— fM 

a dire,  a = — ~ & <3  = — 7=*.  Il  ny  auroit  aucu- 

ne  difficulté  dans  l’intégration,  quand  même  n fcroit 
imaginaire,  car  on  pourra  toujours  faire  évanouir  les 
imaginaires  de  a,  & de  /î,  fi  ces  quantités  doivent  être 
réelles,  comme  nous  avons  obfervé  cy-deffiis.  Nous 
pourrions  faire  ufage  de  la  même  méthode  dans  des 
différentielles  plus  compliquées,  telles  que  a d d u ^ 
8i  pad  u-^  P ^d  U— d s— /J.  ad  s-*- du.  f(^Uys)—y~d  s. 
9'(«,f).  On  rendroit  ces  deux  différentielles  complè- 
tes de  la  même  maniéré  ; mais  il  fuffit  d’avoir  indiqué 
la  méthode,  d’autant  plus  que  nous  aurons  occafion 
dans  la  fuite  de  traiter  de  ces  mêmes  différentielles , 
en  parlant  des  différentielles  du  fécond  ordre;  8c  nous 
reprendrons  quelque  fois  des  différentielles  du  premier 
ordre,  qu’on  manie  plus  aifément  par  des  différentielles 
des  ordres  fuperieurs. 
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CHAPITRE  V. 

Des  Relies  generales  du  Calcul  Intégral 
des  différentielles  des  ordres  Jupérieurs, 

, CCCCXXIII. 

^\J"ous  ne  répéterons  point  icy  ce  que  nous 
avons  déjà  dit  dans  le  dernier  Chapitre  de  la  première 
Partie  fur  les  notions  generales  des  diflerentielles  des 
ordres  fuperieurs , & fur  l’intégration  de  celles  qui  ne 
renferment  qu’une  feule  variable  sf,  & dans  lefquelles 
la  première  différence  eft  fuppofée  confiante.  Nous 
donnerons  les  réglés  generales  pour  réduire  les  différen- 
tielles  du  fécond  ordre  a celles  du  premier,  les  diffé- 
rentielles du  troifieme  ordre  a celles  du  fécond , & ainfi 
de  fuite,  lorfque  la  chofe  efl  poffible;  & pour  décou- 
vrir quand  elle  efl  impoffible;  en  commençant  par  les 
différentielles  a une  feule  variable  x , dans  lefquelles  la 
première  différence  * n’efl  pas  fuppofée  confiante , & 
venant  enfuite  aux  différentielles  qui  renferment  plu- 
fieurs  variables.  Au  relie  un  principe  très-fimple  & 
très-fécond  pour  trouver  ces  réglés  generales  efl  de 
choifir  une  différentielle  generale  d’un  ordre  quelcon- 
que, de  la  différentier  en  fuppofànt  la  différence  d’une 
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des  variables  confiante,  ou  en  laiflant  tout  variable  & 
d’en  déduire  enfuite  les  réglés  pour  réduire  cette  diffé- 
rentielle a celle  d'un  ordre  inférieur  qu’on  avoir  choifie. 
Ce  principe  d’invention  nous  a été  d’une  grande  utilité 
dans  tout  le  Calcul  Intégral  des  différentielles  du  pre- 
mier ordre,  foit  pour  trouver  les  réglés  generales  de 
ce  Calcul,  foit  pour  démontrer  celles  qu’on  avoir  déjà 
trouvées. 


CCCCXXIV. 

Soit  Xdx  une  différentielle  generale  du  premier 
ordre  a une  feule  variable  x,  dans  laquelle  on  fuppofe 
que  X eft  une  fonflion  quelconque  de  * 8c  de  con- 
Aantes,  8c  variable.  Si  on  la  différencie,  on  aura 
Xdd>t-¥X'dx'^  pour  fa  différentielle  du  fécond  ordre, 
dans  laquelle  X'  fera  encore  une  fonflion  de  x,  & de 
conftantes,  telle  que  puifque  la  différentielle 

de  Xd  xz^zXd  d x—¥d  X .dX^=.Xd  d x—^d  X .X  d X. 
On  conclùra  de  cette  formule  generale,  que  toute  dif- 
férentielle du  fécond  ordre  a une  feule  variable  finie  x, 
& dans  laquelle  dx  eA  auffi  variable , ne  peut-être 
exafle  ou  reduflible  a une  différentielle  du  premier  or- 
dre, a moins  quelle  ne  puiffe  fe  réduire  a la  forme 
Xddx-\-Xdx'y  dans  laquelle  X eA  une  fonélion  de 
X & de  confiantes  J & Donc,  fi  on  propofe 
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d’intégrer  une  diflérj.ui-*Ie  quelconque  du  fécond  ordre, 
qui  ne  renferme  qu’une  variable  finie  *,  avec  dx  auffi 
variable,  il  faudra  d’abord  voir  s’il  eft  pofiible  de  la 
réduire  a la  forme  Xddx-¥X'dx^^  8c  enfuite  fi, 

après  cette  reduflion  , on  trouve  X'=-j^;  car  fi  cils 

n’a  pas  ces  deux  conditions , elle  ne  fera  pas  intégra- 
ble; c’eft  a dire,  qu’on  ne  pourra  pas  la  réduire  a une 
diiférentielle  du  premier  ordre.  Mais,  fi  elle  a ces 
deux  conditions,  on  aura  d’abord  fon  intégrale  Xdxy 
qu’on  pourra  enfuite  intégrer  par  les  méthodes  de  la 
première  Partie. 

Exemple.  On  propofe  d’intégrer  la  différentielle 

du  fécond  ordre  ax' ddx-¥iaxdx'-¥b* xddx~^b' d x^ 

— +-C*  ^ddx—^cx  ^dx*y  ou  ( jx* +*cj(  ^)ddx 

—^-(^2  a ie-i-b* — ^cx~*)dx^.  En  la  comparant  avec 

la  formule  generale  Xddx-^X'dx' y on  aura  X=4x* 

-4-^>*x— t-fx  & X'^zax-^b* — 3CX  Il 

d X • * 

faut  donc  voir  fi  X'=^.  Or  en  prenant  la  diffé- 
rentielle de  tfx*— t-A*x-+-cx“*,  on  trouve  zaxdx-^ 
^*</x— 3cx~^</x,  8c,  divifant  par  dxy  le  quotient 
eft  zax-^-b' — 3çx~^  = X’.  Donc  la  différentielle 
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propüfkfc  a la  condition  requife  & fon  intégrale  eft 
Xd  >!-:=ax*  dx-¥b~  ndx~^rCM~^  à * ^ comme  on  peut 
s’en  afsùrer  en  prenant  la  différentielle  de  cette  inté- 
grale. Si  on  vouloir  de  plus  l’intégrale  de  X</x,  oa 

trouvcroit  ~ a x^  b*  x^ cx~  * — t-  C confiante  qu’- 

J 2 2 * 

on  determineroit  par  la  réglé  ordinaire. 

ccccxxv. 

Soit  Xddx^Xdx'  la  différentielle  generale  du 
fécond  ordre  a une  feule  variable  * redu£lible  ou  non 
reduflible  au  premier  ordre.  Si  on  la  différencie  en  fai- 
fan  t varier  dx  8c  ddx^  on  aura  pour  fa  différentielle  du 

troifieme  ordre  Xd^  x-^ddx.dX-^zX'dxddx-¥dx^.  X 

d X'=^Xd'  x—^‘X“dxddx—t-iX'dxddx—^-X"'dx^yCa  fup- 

pofant  dX=zX'dx,  8c  dX'=X'dx,  ou  X’=^,8cX"=:^. 

Donc  fi  on  propofe  d’intégrer  ou  de  réduire  au  fécond 
ordre  une  différentielle  du  troifieme  ordre,  qui  ne  ren- 
ferme qu’une  feule  variable  finie  x,  & dans  laquelle 
les  différences  dx  8c  ddx  foient  auffi  variables,  il  fau- 
dra d’abord  la  réduire  a Informe  Xd^  x-^X'dxddx-^ 

zX'dxddx-^X"dx^  , & voir  enfuite  fi  elle  a les  con- 
ditions requifes , ou  fi  elle  donne  les  équations  X"  = 

iX 

■77  1 
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^ Sl  X"‘ =z . si  elle  n’a  pas  ces  conditions,  elle 
fera  irreduflible ; fi  elle  les  a,  fon  intégrale  fera  Xddx 
•-i-Xdx^  . 

Exemple.  Soit  propofée  la  différentielle  du  troi- 

fieme  ordre  d}  dxddx-¥zbx'dxddx~^ 

ibxdx^  , en  la  comparant  terme  a terme  avec  la 

formule  generale  Xd^x-¥X"dxddx~k-zX‘dxddx-^ 

X'"dx^  , on  trouve X=<»x^ , X'=^ax*  , X'=ix*  , X'" 
= zbx.  Il  faut  donc  voir  fi  ou  trouve  auffi  les  deux 

égalités  X“z=i^  ^ & X''  ==  ^ . Or  puifque  X = , on 

d X 

aura  dXz^z^ax^dx,  parconfequent  jj-=3/»x*  = X",  & 

puifque  X'=^x*,  on  aura  dX'-=zbxdx-  par  confe- 
quent— =2  ^x=X":  donc  l’equation  propoÊe  a les 

conditions  requifes,  & fon  intégrale  eft  Xd d x-^X'dx^ 
:=a  x^  d d x-^ b X*  d x' . 

CCCCXXVI. 

On  pourroit  trouver  quelques  difficultés  dans  la 

comparaifon  de  la  différentielle  propofée  avec  la  formule 

Ff 
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generale.  Car  cette  formule  étant  exprimée  ainfi  XJ^  X— t- 

( X"— 2 X') d xddx-^X' dx^  & la  différentielle  propofée 
de  cette  maniéré  ax' d' x-ir{‘^ax^—\-ibx^)dxddx—^ 
zbxdx^  on  trouveroit  d’abord  X=.7*^,  8c  X‘  =2^*, 
mais  on  pourrait  être  embaraffé  pour  déterminer  les  valeurs 
de  X'  8c  de  X"  parl’equation  X“-¥%X=iiax^ -\-zbx' . 
Cette  difficulté  difparoit  en  failànt  attention  aux  deux  éga- 
lités X"=^,  8cX"=^,  lorfque  la  ^différentielle  pro- 
pofée efl  intégrable , ou  reduflible  au  fécond  ordre . Car 
puifqu’on  a déjà  trouvé  X=.ax^  8c  que  X"=i^= 

, oa  aura  a & par  confequent  = 

zbx'y  8c  X'=zbx*y  a caufe  de  l’equation  X*-4-2X'= 

3^»*— t- 2 On  peut  appliquer  ces  reflexions  a tous 

les  cas. 

CCCCXXVII. 

Si  on  fuppofe  que  la  fécondé  différence  ddx  foie 
confiante,  on  aura  d^ x=o^  8c  la  formule  generale  de- 
viendra {X“~+2X)dxddx^X'"dx\  8c  on  aura  les 
deux  égalités  X''^:^,  8c  X'  — ~.  Dans  la  même 
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fuppofitioa  la  difieremielle  propofée  dans  l’exemple  pre- 
cedent fera  ( -t- 2èx*)ii xdd x-+2  èxJx' . En  la 

comparant  avec  la  formule  generale,  on  trouve  X"= 
& X'’— 1-2  X'=  zbx^i  & par  l’égalité X'= 

d X* 

77- , on  aura  2 bxdx—dX' y ce  qui  donne  par  intégra- 
tion X'=.bx'y  8c  p.ir  confequent  X'=3/»**par  l’equa- 
tion  X’— *-2  X'=  3 /»»*— 4- 2^**.  Enfin , par  ce  que  X“= 
on  aura  3 x = </X,  &,  en  intégrant,  X = (»x^ . 

Donc  l’intégrale  Xd d x-^-X d x^  fera  ddx-^bx'  dx' . 
On  voit  alTéz  par  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
comment  on  peut  appliquer  nôtre  méthode  aux  différen- 
tielles a une  feule  variable  du  quatrième  ordre , enfuite 
a celles  du  cinquième  ordre,  & aux  autres  fuivantes. 

CCCCXXVIII. 

\ 

On  a fouvent  befoin,  furtout  dans  les  queflions 

de  maximis  & minimisy  de  fuppofer  une  quantité  diffé- 
rentielle égalé  a zéro.  Lorfque  cette  équation  différen- 
tielle eft  du  premier  ordre,  & ne  contient  qu’une  feule 
variable  *,  on  n’a  pas  befoin  du  calcul  intégral  pour 
la  refoudre.  Car,  fi  on  a l’equation  Xdx^^Oy  en  di- 
vilant  par  dxy  on  trouve  d’abord  l’cquation  X=o,qui 
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ne  renferme  plus  de  différences.  Mais  fi  l’equation  dif- 
férentielle a une  feule  variable  x efi  d’un  ordre  fupé- 
rieur,  & quelle  contienne  des  différences  de  divers  or- 
dres dxy  ddx^  d^x^  Ô*f.,  on  ne  peut  la  refoudre  de 
cette  maniéré,  & il  faut  avoir  recours  au  calcul  inté- 
gral . Dans  ce  cas  on  cherchera  d’abord , fi  l’equation 
différentielle  propofée  eft  intégrable,  par  la  méthode 
que  nous  venons  d’expliquer,  & on  l’intégrera,  fi  la 
chofe  eft  poffible . Mais  fi  la  quantité  différentielle  de 
cette  équation  n’efl  pas  exaéle , ou  n’a  pas  les  condi- 
tions requifes  dans  l’etat  on  elle  fe  trouve , on  la  mul- 
tipliera par  une  fonfiion  indéterminée  de  x,  que  nous 
defignerons  par  M ; enfuite  on  déterminera  la  valeur 
de  M par  les  conditions  requifes,  pour  rendre  exafle  -~ 
la  quantité  différentielle  qu’on  a multipliée . 

CCCCXXIX. 

Toutes  les  équations  différentielles  du  fécond  ordre 
a une  feule  variable  font  intégrables  par  cette  métho- 
de . Car  foit  Xdd x—^  X'd x*  = o l’equation  différen- 
tielle generale  du  fécond  degré  a une  feule  variable  x. 

En  la  multipliant  par  Af,  que  nous  fuppoferons  être 
une  fonélion  indéterminée  de  x,  on  aura  MXddx-h 
MXVx*  = o,  & pulfque  MXddx-^-MX'dx^  eR 
une  différentielle  exafle  du  fécond  ordre,  dans  laquelle 
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MX  & MX'  font  des  fon£Iions  de  x (par  hyp.),  on 
aura  (Art.  ccccxxiv.)  l’equation  MX'd  xz=z  d.{MX) 
= MdX-^XdMy  & l’intégrale  cherchée  fera  MXdx 
= 0.  de  l’equation  MX' d x'=zMd  X-^  X d M ^ on  tire 

=2-^,  &,  en  intégrant,  a. -j— — •i.A  = 

L.My  & S.^^-^=^L.XM ; 8c  en  fuppofant  L.e'^ii 

on  aura  e =XAf  & AT— ^ — . Donc  l’in- 

tégrale  cherchée  fera  — .Xflx  = t dx  = Q^ 

■ T 

& en  divifant  par  dx,  e =o,  ou,  en  intégrant 

encore  l’equation  e ^ dx=.o^  on  aura  S.e  * dx 
= C confiante.  C.  ^ F.  D. 

ccccxxx. 

Il  n’en  eft  pas  de  même  de  toutes  les  équations 

différentielles  du  troifieme  ordre  a une  feule  variable; 
car  il  s’en  trouve  une  infinité,  qui  n’ont  pas  toutes  les 
conditions  requifes  pour  être  réduites  au  fécond  ordre, 
même  après  qu’on  les  a multipliées  par  une  fonélion 
indéterminée  de  x,  de  forte  qu’on  ne  peut  trouver  le 
faéleur  M,  qui  les  rende  intégrables;  mais,  lorfqu’elles 
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auront  toutes  les  conditions  neceflàires,  on  pourra  les 
refoudre  par  la  même  méthode. 

CCCCXXXI. 

La  différentielle  generale  du  fécond  ordre  a une 

feule  variable  *,  ou  Xd d x—^X'd x*  peut  facilement 
fe  réduire  a la  forme  d’une  différentielle  du  premier 
ordre  a deux  variables  * & Z*  Car  en  fuppofant  ddx 
= <//,  & par  confequent  dx—y^  fk  fubflituant , on 
changera  la  propofée  en  Xdy-^X'ydx^  dont  on  pour- 
ra chercher  l’intégrale  par  les  réglés  que  nous  avons 
données  pour  l’intégration  des  différentielles  du  premier 
ordre  a deux  variables;  & en  remettant  enfuite  dx 
pour  / dans  cette  intégrale,  elle  deviendra  une  diflé- 
rentielle  du  premier  ordre  a une  feule  variable  x.  De 
même  la  différentielle  generale  du  troifieme  ordre,  qu’- 

on  peut  exprimer  par  cette  formule  Xd^x-^-X'dxddx 

—^X"dx^  fe  réduit  a la  forme  d’une  différentielle  du 

fécond  ordre  a deux  variables  x,  s,  en  faifànt  d^ x — 
ddz;  ddx~dz  & = ce  qui  changera  la  pro- 

poféc  en  Xd d z—^X'd xdz—^rX'zd x*y  & cette  diffé- 
rentielle du  fécond  ordre  fe  réduit  a une  différentielle  du 
premier  ordre  a trois  variables  x , * , « , en  faifant  de 
plus  ddz  = dUf  d Z =:  U y &la  propofée  deviendra 
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Xdu-^X' zdx—^X"%d7i—^X'z' dx.  Il  eft  évident 
qu’on  pourra  faire  les  mêmes  transformations  a l’egard 
des  différentielles  a une  feule  variable  du  4.*,  5.®,  &c. 
ordre  , qui  pourront  toutes  fe  réduire  a des  différentiel* 
les  inférieures  a plufieurs  variables.  Mais  nous  n’indi- 
quons cette  méthode,  que  pour  fa  généralité,  elle  con- 
duiroit  a des  calculs  trop  embaraflants,  il  vaut  mieux 
fe  fervir  de  la  première,  qui  eft  très-fimple.  Il  nous 
refte  a obfervcr  que  cette  première  méthode  fournit 
immédiatement  la  différentielle  du  premier  ordre,  fl 
cela  eft  poffible.  Mais  il  arrive  fouvent  qu’une  diffé- 
rentielle d’un  ordre  fupérieur  n’eft  pas  reduélible  a une 
différentielle  d’un  ordre  inférieur,  & on  le  connoîtra 
aifément  par  les  operations  que  nous  avons  préferittes. 

Ainfi  la  différentielle  du  troifieme  ordre  ax^ d^ x—^ 

x^  d xd  d x—^  1 b x^  d X d d x-^-i  b X d x^  y que  nous  a- 

vons  réduite  a la  différentielle  a x^ d d x-i-b x^ d x^ , n’eft 
pas  reduélible  a une  différentielle  du  premier  ordre , 
puifqu’en  prenant  cette  différentielle  du  premier  ordre 
par  la  méthode  que  nous  avons  démontrée,  & la  diffé- 
rentiant  de  nouveau , on  ne  retrouve  pas  la  difl'éren- 

tielle  du  fécond  ordre  a x^  d d x—^b  x^  d x^ , comme  il  le 
faudroit.  Nous  allons  appliquer  cette  même  méthode 
aux  différentielles  a plufieurs  variables,  de  quelqu’ordre 
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quelles  foient , & quelque  foit  ie  nombre  des  va- 
riables. 


ccccxxxir. 

Soit  Adx-^Bd/  la  différentielle  generale  du  pre- 
mier ordre  a deux  variables  « ^ y y tl^ns  laquelle  A 
8c  B reprefentent  des  fondions  quelconques  de  * & de 
& a laquelle  on  peut  réduire  toutes  les  différentiel- 
les du  fécond  ordre  a deux  variables , lorfqu’elles  font 
reduflibles  au  premier  ordre.  Si  on  la  différentie  en 
fuppofant  dx  8c  dy  variables,  on  aura  pour  fa  différen- 
tielle Addx~+dA.dx—i-Bddy-+dB.dyy  8c  en  fup- 
pofànt  que  A',  A\  S y B'  foient  encore  des  fonéîions 
de  « & de  /,  & que  d A=iA'd x-¥A"dy y & d B=^ 
B d y B"d Xy  on  aura  la  formule  generale  Addx-¥ 
Ad  x^  A'd  xdy —^B  d dy B dy' B d y d X , ou 
Ad d x—¥  A d —¥(^A"  —¥B‘')  dxd y—^Bd d y-^B dy' y 
qui  fera  reduélible  a la  différentielle  du  premier  ordre 
Adx-¥Bdy  y quand  on  aura  les  deux  équations,  ou 
conditions  d A=A'dx-*-A"dyy  8c  dB=Bdy-+B'dxy 
8c  on  trouvera  d’abord  les  deux  termes  Addxy  Bddy 
de  la  formule  generale,  en  comparant  avec  ceux  de  la 
différentielle  propofée  du  fécond  ordre,  oit  fe  trouvent 
auffi  le  fécondés  différences  ddx  8c  ddy . Lors  donc 
qu’on  fe  propofera  d’int^rer,  ou  de  réduire  au  premier 

ordre 
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ordre  une  différentielle  quelconque  du  fécond  ordre  a 
deux  variables  x ^ / y laquelle  d x 8c  df  ont 

étés  fuppofés  variables,  on  la  comparera  terme  a terme 

avec  la  formule  generale  Addx—^rA’dx^-^[A"—^B))^ 
dxd^-^Bddy-^Bd^^y  & on  déterminera  d’abord 
les  valeurs  des  fonélions  A 8c  B par  la  comparaifon 
des  termes,  où  fe  trouvent  les  fécondés  différences  ddx 
8c  dd/i  on  prendra  Adx-t-Bd/  pour  l’intégrale  de 
la  propofée  du  fécond  ordre;  enfuite  on  dificrentiera 
l’intégrale  trouvée  Ad x-^  B d/^  & fi  la  différentielle 
convient  avec  la  propofée , on  aura  ce  qu’on  cherche , 
fl  elle  ne  convient  pas , la  propofée  ne  fera  pas  redu- 
éUble  au  premier  ordre. 

Par  exemple,  fi  la  propofée  etoit  ax*yddx-\- 
2 il **—+■(<***— t-  3 x^)dxd y — x y* ddy  — »• 

ib'x'ydy^  y en  comparant  le  terme  ax^yddx  avec 
le  terme  correfpondant  Addx  de  la  formule  gene- 
rale, on  trouve  A=ax^y^  Sc  de  meme  en  compa- 
rant le  terme  b^  x^ y*  ddy  avec  le  terme  correfpondant 
Bddy  de  la  formule  generale,  on  trouve  B = b^x'y^ 
ce  qui  donne  pour  l’intégrale  de  la  propofée  ax^ydx 

-+  b' x^ y' dy  = Adx-^-Bdy,  8c  on  trouve  icy  que  fv 

Gg 
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difl'Jrentielle  convient  avec  la  différentielle  du  fécond 

ordre  propofée , d’oii  l’on  conclût  que 
x^ y' d y eft  la  véritable  intéijrale  cherchée  du  pre- 
mier ordre. 


CCCCXXXIII. 

si  on  fuppofe  d x confiante  dans  la  différentielle 
generale  du  premier  ordre  Adx-^-Bdy^  la  différentiel- 
le du  premier  terme  Adx  ^ om  d{  Ad  x")  fera  A'  d x' 
A”d  xd  y ^ en  fuppofant  que  A'dx  efl  la  différentiel- 
le de  A prife  dans  l’hypothefe  de  x feule  variable  dans 
A\  par  confequent,  fi  on  prend  l’intégrale  du  terme 
A'dx  en  ne  faifânt  varier  que  x dans  A\  cette  inté- 
grale fera  A.  Donc  dans  la  fuppofition  de  d x con- 
fiante , la  formule  generale  de  la  difi'érentielle  du  fé- 
cond ordre  fera  A'dx^—*‘{A'-^B’)dxdy—^Bddy-^- 
Bdy^y  qu’on  trouve  en  effaçant  dans  la  formule  de 
l’Article  precedent  le  premier  terme  Addx^  qui  de- 
vient nul,  a caufe  dedx  confiante,  ou  Atddx=zo.  Cet- 
te formule  fera  redu£Hble  a une  différentielle  du  pre- 
mier ordre  Adx-i-Bdy  ^ quand  on  aura  les  deux 
équations  de  condition  d A=A'dx-^-A"dyj  & dB~ 
B'dy-^B'dx^  & alors  en  comparant  la  formule  Adx' 
^{A'-i-B')dxdy-^Bddy-¥B  dy'  avec  la  diffé- 
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rentielle  propofée  du  fécond  ordre,  dans  laquelle  dit 
eft  fuppofée  conftante , on  trouvera  d'abord  la  valeur 
de  B par  la  comparaifon  du  terme  Bddy  avec  fon 
correfpondant  pris  dans  la  différentielle  propofée;  & on 
trouvera  aufli  la  valeur  de  A'  par  la  comparaifon  du 
terme  A'd  **  avec  Ibn  correfpondant  pris  dans  la  diffé- 
rentielle propofée;  enfuite  on  intégrera  le  terme  A' du 
dans  la  fuppofition  de  x (èule  variable  & l’intégrale  (ê- 
ra  A.  Donc  en  fubffituant  les  deux  valeurs  is  A de 
de  B dans  la  formule  Ad x—^Bd y , on  aura  l’intégra- 
le, ou  la  réduite  de  la  différentielle  propofée  du  fécond 
ordre,  a laquelle  on  ajoutera  une  conftante  indétermi- 
née Cdxy  qu’on  déterminera  enfuite  par  l’etat  de  la 
queftion  fuivant  la  réglé.  Enfin  pour  s’afsùrer  que 
l’intégrale  trouvée  eft  exafle,  on  en  prendra  la  diffé- 
rentielle, & on  la  comparera  avec  la  propofée  du  fé- 
cond ordre . Si  elles  conviennent , on  aura  ce  qu’on 
cherchoit;  fi  elles  ne  conviennent  point,  la  propofée  ne 
fera  pas  reduflible  au  premier  ordre. 

Exemple  . Soit  propofée  la  différentielle  du  fé- 
cond ordre  zayxdx^-^-(ax*—^^b*x^y^)dxdy—hl>  X 

d dy  — 2 b*  x^y  , dans  laquelle  </x  eft  confian- 
te. Eu  la  comparant  avec  la  formule  generale,  on 
trouve  d’abord  Bddy  = b^  y^ ddy  ; par  confequenc 
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On  trouve  enfuite  A' J x* z=z  2 /t  j> x tl x*  • 
par  confequeiu  A'=.zayx^A'dx=^2ayxdxy  8c  en 
intégrant  z^/xdx,  en  ne  faiQnt  varier  que  *,  on  aura 
l’intégrale  ayx'=;.A.  Donc  la  propofée  du  fécond  or- 
dre fe  réduit  a la  dilférentielle  du  premier  ordre 
ayx'dx-\-b^:^y^dy~^Cdxy  Sc  cctte  réduite  eft  exa- 
cte, puifquc  fa  différentielle  eft  la  meme  que  la  pro- 
pofée . 

CCCCXXXIV. 

Il  peut  arriver  que  dans  la  différentielle  propofée 
du  fécond  ordre  il  manque  quelque  terme  de  ceux  qui 
fe  trouvent  dans  la  formule  generale,  & que  néant- 
moins  cette  diflérentielle  foit  reduflible  au  premier  or- 
dre; par  exemple,  fi  la  propofée  etoit  z ayxd x' 
Çax^-+ ^bx^)  d X d y -+bx^ ddy  ^ dans  laquelle  dx  eft 
conftante,  Sc  qui  n’a  point  de  terme  correfpondant  au 
terme  Bdy^  de  la  formule  generale,  on  trouveroit 
B = o,B=:b x'  , 8c  A‘-=zayn\  par  confequent  A'dx 
= zay  xdx\  8c  en  intégrant  ce  terme  dans  la  fuppofi- 
tion  de  x feule  variable,  on  auroit  A-^ayx'.  Donc 
l’intégrale  cherchée,  ou  la  réduite  du  premier  ordre  fe- 
roit  ay  x^  d x-\-bx^  dy-¥C  d x^  qui  eft  encore  exaéle, 
puifque  fa  diflérentielle  eft  la  même  que  la  propofée. 
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ccccxxxv. 

On  trouvera  par  la  même  methoile  les  formules 
generales,  & les  équations  de  condition,  pour  réduire 
les  différentielles  du  troifieme  ordre  a deux  variables , 
aux  diffcrenticlles  du  fécond  ordre,  les  différentielles  du 
quatrième  ordre  a celles  du  troifieme,  8c  ainfi  de  fui- 
te, lorfqu’elles  font  reduéUbles,  & pour  connoître  lorf- 
qu  elles  font  reduflibles , foit  qu’elles  renferment  des  dif- 
férences confiantes,  ou  que  ces  difl'érences  foient  toutes 
variables,  il  n’y  aura  d’autres  difficultés,  que  celles  qui 
viennent  de  la  longueur  inévitable  des  calculs. 

Car  foit  Adx^-+Aàxdy-\rBddy-¥B'ày*  la  dif- 
férentielle generale  du  fécond  ordre  a deux  variables 
K &/,  dans  laquelle  dx  efl  fuppofée  confiante, 

Bf  B des  fondions  de  *,  de  & de  confiantes.  En 
la  différentiant  terme  par  terme,  on  trouve  que  fa 
différentielle  du  troifieme  ordre  efl  dAdx^-¥A'dxddy 
-^dA'dxdy—^Bd'y'-^dBddy—^  iBdyddy—^d  Bdy' . 
Or  puifque  AyA\B^  B font  des  fonélions  de  * Sc  de/, 
on  aura  les  équations  fuivantes  d A—A" d x-^A'" dy  ^ 

en  fuppofant  , 8c  C’efl  a dire 

que  A"  fera  une  fonêlion  de  x 8c  de  / , 8c  de  confian- 
tes, qu’on  trouve  en  differentiant  la  fonêlion  Ay  dans 
la  fuppofition  de  x feule  variable,  8c  de  / confiante,  8c 
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que  A“'  fera  aulfi  une  fonflion  de  *,  de  de  con- 

fiantes, qu’on  trouve  en  difiérentiant  la  fonflion  ^ dans 
la  fuppofitiou  de  / feule  variable,  & de  * confiante. 

àA':=.A^'’àx-¥A'dy^  en  fuppofant  & a' 

dB  ■=.  Bd  y — t-  B"d  x , en  fuppofant  B‘‘  = & BT  =. 

d B' = b"' dy-i- b'' d Xy  en  fuppofânt  8c  b'' 

Si  on  fubfiitue  ces  valeurs  dans  la  différentielle  genera- 
le du  troifieme  ordre  d Ad  x^ -i-A'd x d dy—*-&c.  que 
nous  avons  trouvée  cy-delTus,  elle  deviendra  A'dx^-i- 
A^dy  d X* -i- A' d X d dy A dydx^—^A  dxdy^—t» 

B d^ y B^ dy  d dy -*-B''d X d dy-*-i  B dy  d dy b"' X 

d y^  B dxd y'=^Ad x^ dy  d x^ -i-(A' 

B ')dxddy-+(^A  —hB  ')  d xd y^ B d y ^ 2 B' 

~-^B“)dyddy-^B"'dy^;  formule  que  nous  defignerons 
par  ( K ) . 

Lors  donc  qu’on  voudra  intégrer,  ou  réduire  au 
fécond  ordre  une  différentielle  quelconque  du  troifieme 
ordre,  a deux  variables  x 8c /,  dans  laquelle  dx  foit 
confiante,  on  la  comparera  avec  la  formule  generale 
(X),  8c  on  déterminera  d’abord  les  valeurs  de  A" y de 
B y 8c  de  par  la  comparaifon  des  termes  A"dx^  y 
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B //y  avec  les  termes  correfpondans  pris  dans 

la  différentielle  propofée.  Enfuite  on  trouvera  la  va- 
leur de  A par  l’equation  qui  donne  dA 

z=A"dMy  8c  A—S.A"d»Cy  en  prenant  cette  intégrale 
dans  la  fuppofuion  de  x feule  variable , & de  / con- 
fiante dans  la  fonflion  A".  Après  cela  on  trouvera  la 
valeur  A"  par  l’equation  A"=--j^  « De  Ik,  8c  de 
lequation  entre  le  terme  de  la  formule  generale  (A" 
^ A'^'')dy  dx'  y & le  terme  correfpondant  de  la  diffé- 
rentielle propofée,  on  tirera  la  valeur  de  A^'" . On  ti- 
rera  la  valeur  de  BT  par  Tequation  - —E"-  8c  de 

la,  & de  l’equation  entre  le  terme  (A-+B”)dxdd/y 
8c  le  terme  correfpondant  de  la  propofée,  on  tirera  la  valeur 
de  A.  Pour  trouver  celle  de  B"  on  cherchera  d’abord 
la  valeur  de  B"  par  l’equation  B''=—jy-;  enfuite  on 
fe  fervira  de  l’equation  entre  le  terme  (2B'-*-B")X 
d/dd/y  8c  le  terme  correfpondant  de  la  propofée,  pour 
déterminer  la  valeur  de  2 S',  8c  par  confequent  celle 
de  B.  Après  ces  operations  on  aura  les  valeurs  de  A y 
At  A y de  B,  & de  B',  qu’on  fubllituera  dans  la  dif- 
férentielle generale  du  fécond  ordre  Ad  x*-^A'dxdy 
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8c  on  aura  l’intégrale  ou  la  réduite 
chercliéc,  dont  on  s’afiùrera  en  prenant  fa  diflférentielle 
Si  en  comparant  cette  diHérentielle  avec  la  propofée . 

Si  elles  conviennent,  on  aura  l’intégrale  cherchée,  en 
y ajoutant  la  confiante  indéterminée  ; fi  elles  ne 

convennient  pas,  la  propofée  ne  fera  pas  reduéliblc  au 
fécond  ordre. 

Exemple.  Soit  propofée  la  différentielle  du  troi- 
ficaïc  ordre  ay  d -i- nxdjf  d x)dxddy 

^{li~+f)d  X dy* -^cx^  d^  y-^-zfxd  y d dy  y dans  laquel- 
le </*  efl  confiante.  En  la  comparant  avec  la  formule 
generale  (K),  on  trouvera  d’abord  A'  — ay^  B = 

Si  b"'~o.  Enfuite  A=S.A"dx—ayM,A  '=^^^  — 
ax\ ax-¥ ’i^Ax'.  donc  ^"^=0;  5"'  = ^-^^^=: 
^^~^~tcx',A'’-¥icx'=zby-¥icxy  donc  A'—by^B' 

iB'-i-B'~iB'=:zfx;B~fx.  On  aura 

donc  A=zayXy  A’^=.byy  B=zcx^y  &S'=y*,  & en 
fubflituant  ces  valeurs  dans  la  différentielle  generale  du 
fécond  ordre,  elle  devient  ayxdx^-+bydxdy—i-cx^ddy 
—i-fxdy^—t-Cdx^y  en  ajoutant  la  confiante  Cdx*  ; 8c 
en  la  différeniiant,  on  retrouve  exaélement  la  propofée. 

CCCCXXXVI,  ^ 
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CCCCXXXVI. 

On  trouve  par  la  m5me  méthode  les  formules  ge- 
nerales, 8c  les  équations  de:  condîtioa  pour  réduire  les 
difl'érentielles  a 3,  4,  5,  &c..  variables  d’un  ordre 
fupérieur  aux  différentielles  d’un  ordre  inferieur  d’un 
degré,  lorfqu’elles  font  reduflibles,  & pour  connoître 
quand  elles  font  irreduflibles  » 

Car  foit  jid dx  la  différentielle' ge- 
nerale du  premier  ordre  a trois  variables  x,/,  «,  dans 
laquelle  S , C fout  des  fondions  quelconques  de 
ces  variables  8c  de  conftantes.  En  la  différentiant  on 
trouve  la  formule  generale  des  différentielles  du  fécond 
ordre  a trois  variables  Addx-^-d  Adx.—hBdd/-*-d Bdy 
<-^Cdd z-k-dCd Zy  ert  fûppofant  que  les  trois  différen- 
ces dx^  dy^dz  font  variables..  Nous  defignerons  cette 
formule  par  (H),  8c  nous  formerons,  les  équations, 
fuivantes 

à' A—  A! d x-^A"d/-*-A“'dz , en  luppofànt 

àB^B'dx-^B'  dy^B'dz,  en  fûppofant  5'=^!^  ;B"=^^  ; B’ 

dC=CdK-^Cdy-^C"'dz,  en  fûppofant C=-^; CT: 

Si  on  fubftitue  dans  la  formule  (H)  les  valeurs  de 
dAy  ds  dBy  8c  ds  de  y,  que  donneur  ces  équations, 
cette,  formule,  deviendra  Addx-^A' dx'  ~¥A“d/dx-i^ 

H h. 
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x—h  Bddy  -^Édxdy—^-R'dy^  B"  d % d/—^ 
C d dz—k'Cd xdz-i-C  dydz—¥C  dz*^^Addx-^^dx* 
•-f-  ( ji -+  Bi  ')d X d y — +■  ( A " C ')  d x dz  — >- Bdd y — 4-JB  d y* 

~-t-(B"—*‘C“)dydz—^-Cddz—^-C"dz'  , formule  que 
nous  defignerons  par  (K), 

Lors  donc  qu’on  fe  propofera  de  reduîre  au  pre- 
mier ordre  une  différentielle  quelconque  du  fécond  or- 
dre a trois  variables  * , / , * , dans  laquelle  les  trois 
différences  dx^  dy,  dz  feront  auffi  variables,  on  la 
comparera  avec  la  formule  generale  (üC),  & on  déter- 
minera d’abord  les  valeurs  de  y/,  de  JB,  & de  C;  cel- 
le de  A en  égalant  Addx  au  terme  correfpondant  de 
la  différentielle  propofée,  celle  de  B en  égalant  Bdd  y 
au  terme  correfpondant  de  la  propofée,  & celle  de  C 
en  égalant  Cddz  au  terme  corrcfpoudant  de  la  propo- 
fée. Enfuite  on  fubflituera  ces  valeurs  au  lieu  de  A y 
B y C dans  la  formule  generale  du  premier  ordre  Adx 
•~¥Bdy-^Cdzy  qui  fera  l’intégrale  cherchée,  lorfque 
la  différentielle  propofée  du  fécond  ordre  fera  reduélible 
au  premier  ordre;  & on  s’en  afsùrera  en  différentianc 
cette  intégrale,  & en  comparant  fa  différentielle  avec 
la  propofée. 

Si  on  fuppofe  que  l’une  des  trois  différences  pre- 
mières dxy  dy,  dz  foit  confiante,  on  effaçera  dans  la 
formule  (K)  le  terme  ou  fè  trouve  la  fécondé  diffère  n- 
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ce  de  la  variable,  dont  la  première  différence  eft  fup- 
pofée  confiante.  Ainfi  fi  on  fuppofe  dx  confiante,  on 
efiàçera  dans  la  formule  (AT)  le  terme  Addx^  qui  de- 
vient nul  a caufe  de  ddx~o^  & le  refie  fera  la  formu- 
le generale  convenable  a la  fuppofition  de  dx  confiante. 

Exemple  . Soit  propofée  la  différentielle  du  fé- 
cond ordre  a trois  variables  avec  leurs  premières  diffé- 
rences aufli  variables  ax^  ddx-^-^a/^  x^ d x*—i-(zaxy 
b z,^)  d X dy—^b  x%^  ddy-^rïbx%d^d% , On  aura  par 
les  comparaifons  préfcrittes  Addx  — ax^j>^ddxy  Bdd/ 
r=bxx.'ddyy  8c  C = o,  d’où  l’on  tire  A—ax^/^y 
B=.bxx'y  & C = oy  par  confequent  l’intégrale  fera 
ax^ y*-^bxx' d/  , qui  efl  exaéle,  puifqu’en  la  diffé- 
rentiant  on  retrouve  la  différentielle  propofée. 

CCCCXXXVII. 

Ces  exemples  fuffifeut  pour  faire  comprendre 
la  généralité  de  la  méthode,  & il  feroit  trop  long 
d’entrer  dans  de  plus  grands  details.  Nous  ajouterons 
icy  un  mot  fur  une  autre  méthode  egalement  genera- 
le, que  nous  avons  indiquée  en  parlant  des  différentiel- 
les d’ordres  fupérieurs  a une  feule  - variable . C’efl  d’in- 
troduire dans  la  différentielle  popofée  d’un  ordre  fupé- 
rieur  de  nouvelles  variables , avec  leurs  différences 
moins  hautes  de  l’unité,  que  les  plus  hautes  différences 
de  chaque  variable  dans  la  propofée;  enforte,  par 


244  Elemens  du  Calcul  Twte'gral 
exemple , que , fi  la  plus  haute  différence  de  h dans  la 

différentielle  propofée  efl  t/'*,  on  fuppofe  d x =ddz, 
par  confequent  ddx~dz\  fi  la  plus  haute  différence 
de  y dans  la  propofée  eft  ddy^  on  fuppofe  ddy=.du\ 
par  confequent  dy  = u^  & ainfi  des  autres  différences. 
On  fubllitue  enfulte  dans  la  propofée  les  valeurs  trouvées 
d’une  maniéré  convenable  pour  diminuer  d’un  degré 
l’ordre  de  cette  difiérentielle , & on  cherche  après  cela 
l’intégrale  de  la  différentielle  propofée  réduite  a la  for- 
me d’une  différentielle  d’un  ordre  inférieur  d’un  degré 
par  les  réglés  qui  font  propres  a cet  ordre. 

Soit,  par  exemple,  Adx'—\-A'dxdy—¥Bddy—h 
B'dy^  la  différentielle  generale  du  fécond  ordre  a deux 
variables  x 8c  / , dans  laquelle  on  fuppofe  d x confian- 
te. En  faifant  dx~c.  confiante,  8c  dd  y — du  ^ par 
confequent  dy  = Uy  on  la  réduira  a la  forme  d’une  dif- 
férentielle du  premier  ordre  a trois  variables  * , / , « , 
8c  elle  deviendra,  en  fubllituant,  Ac d x-y-A'cdy  ou 
{A'udx)-+Bdu—y-B'udy,  dont  on  cherchera  l’inté- 
grale par  les  réglés  qu’on  a données  pour  intégrer  les 
différentielles  du  premier  ordre  a trois  variables  ; 8c 
quand  on  aura  trouvé  cette  intégrale,  on  y remettra 
</x  au  lieu  de  c,  8c  dy  au  lieu  de  m,  8c  on  aura  une 
différentielle  du  premier  ordre  a deux  variables  x 8c  y ^ 
pour  l’intégrale  ou  la  réduite  de  la  propofée  du  fécond 
ordre. 
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Nous  allons  pafler  maintenant  a l’application  de 
nôtre  première  méthode  generale  aux  mômes  diflcren- 
tielles  mifes  en  équations,  c’efl  a dire,  égalées  a zéro. 

CCCCXXXVIII. 

On  voit  bien  d’abord  que,  fi  ces  différentielles 
prifes  abfolument  Sc  fans  ôtre  égalées  a zéro,  font  in- 
tégrables, ou  reduélibles  a un  ordre  inférieur,  on  trou- 
vera leurs  intégrales  par  les  réglés  que  nous  avons  don- 
nées, & que  ces  intégrales  égalées  a zéro,  ou  a une 
confiante  de  leur  ordre  feront  les  intégrales  des  équa- 
tions propofces.  Mais  fi  ces  mômes  différentielles  ne 
font  pas  reduôlibles  a un  ordre  inférieur  dans  l’etat  oii 
elles  font,  il  n’en  faut  pas  conclure  qu’elles  foient  irre- 
duélibles  fous  la  forme  d’équations;  car  il  pourroit  ar- 
river qu’en  les  multipliant  par  un  faéleur  commun , 
elles  devinffcnt  reduélibles,  comme  nous  l’avons  déjà 
éprouvé  dans  les  équations  différentielles  du  premier  or- 
dre (Chap.  I.  Part.  II.).  Lors  donc  qu’on  a trouvé 
par  les  réglés  precedentes,  que  la  quantité  différentiel- 
le, qui  eft  égalé  a zéro  dans  l’cquation  propofée,  n’eft 
pas  exaéle  dans  i’etat  où  elle  efi,  il  faudra  la  multi- 
plier par  un  fafleur  indéterminé,  qu’on  fuppofera  com- 
pofé,  comme  il  fera  convenable,  de  variables  & de 
confiantes;  & enfuite  on  déterminera  ce  faéleur,  lorf- 
qu’il  fera  poffible,  par  les  équations  auxquelles  il  devra 
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(àtisfaire.  C'eR  ce  que  nous  allons  expliquer  plus  en 
detail. 

CCCCXXXIX. 

Suppoft  que  Eddx-i-Fdic'-hGdxdf-i- Hd dy 
■ ^Kdy*=.o  foit  l’equation  différentielle  quelconque 
du  fécond  ordre,  qu’on  fe  propofe  de  réduire  au  pre- 
mier ordre  , & que  £,  F,  G,  H,  K foient  des 
fonflions  des  deux  variables  & de  confiantes,  avec 

les  premières  différences  dx  ic.  d y variables . On  cher- 
chera d’abord  par  les  réglés  precedentes,  fi  cette  diffé- 
rentielle prife  abfolument  & dans  l’etat  où  elle  eft , 
peut  fe  réduire  au  premier  ordre , & lorfqu’on  aura 
trouvé  quelle  n’eft  pas  reduélible  en  cet  état,  on  la 
multipliera  par  un  fa£leur  indéterminé  M,  qu’on  fuppo- 
fera  être  une  fonftion  quelconque  des  variables  z', 
& de  confiantes,  & on  la  changera  dans  l’equation 
MEddx-^MF  dx'-^MGdxdy-¥MHddy-¥ 
MKdy'=.o  ^ qu’on -regardera  comme  une  équation 
reduélible  au  premier  ordre.  On  la  comparera  dans 
cette  fuppofition  avec  la  formule  generale  Addx-{- 
Adx'~^(A“—i-B“)dxdy-^-Bddy-irB'dy^^  qui  efi 
reduflible  a k différentielle  du  premier  ordre  Adx-k- 
Bd/y  lorfqu’on  a les  quatre  équations 
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MH  Sc  Car  les  deux 

autres  équations  d A = A'd  x -4-  A“d)f , & //  fi  = B'dy -+ 
B'dx  ne  font  que  des  confequences  neceffaires  des  qua- 
tre premières . Cette  comparaifon  donnera  les  cinq 
équations  fuivantes  A~MEy  A'=MF^  A' -+8”=^ 
MG  y B — MH^  B=MKy  d’où  l’on  tirera  l’eq nation 

, au  lieu  de  l’eq nation  A'=.  ; 

l’equation  MK~  — , au  lieu  de  fi'=  ^ ; 

. (.JA)  __(d.ME)  (JB)  O „ 

^ ^ ^ — — ) « *'C- 

quauon  MG  — - h ' , au  lieu  de  1 équa- 

tion MG—A“-^rE',  On  aura  donc  les  trois  équations 
fuivantes 


I. 


III. 


(d.ME) 

M(JE) 

. E(dM) 

a X 

' dx 

dx 

(J.  MH) 

M(dH) 

. H(dM) 

~ dy 

Jy 

Jy 

(d.ME) 

. (J.  MH) 

M(JE)  . 

~~  Jy 

' dx 

— Jy 

E{dM) 

. M(dH) 

. H(dM) 

Jy 

' 4X  ■ 

' dx  ' 

On  trouve  par  la  première  de  ces  trois  équations 

r<<An  AIE  Af  (JT)  „ 1 r 1.  (JM)  MK 

-7T=-Ë — -r*  -zr>  ^ ^=-JT 
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— ^ fubftituant  ces  valeurs  de  8c  de 

dans  la  troifieme  équation , & divifant  par  M,.  qui  fe 
trouve  dans,  tous  fes  termes,,  elle  devient  G = -jj-  — 


X(^H)  (^F) 

~~h  .1  y a y 


f F_M  H frfE) 

dx  E T'  dx  > 


équation  de 


condition  que  doit  donner  la  propofce  ,,  pour  qu’on 
puifle  la  rendre  reduflible  au  premier  ordre,,  en  la  mul- 
tipliant par  M..  Si  la  propofée  ne  donne  point  cette 
équation  de  condition  , il  faudra  l’abandonner  com- 
me irreduélible  mais  fi  elle  donne  cette  équation , on 
prendra  pour  le  fatleur  M une  fonélion  generale  des 
variables  * & / , & de  confiantes  indéterminées,  & on 
cherchera,  enfuite.  a déterminer  le  tout  au  moyen  des 

-11^17  A/(rfE)  F(dl\l)  g 

deux  équations,  Aff= 1 — jy — , & MK  — 


~^dy~  ’ auxquelles  le  fafleur  M doit  là- 

tisfaire 

Exemple  ..  Soit  propofée  l’équation  du  fécond  or- 
dre 1*3  — ♦>{  2 X* -4- 2 )dxdy-dr 

bxy^ dd y ^bxy'dy'  — o,.  Si  on  compare  la  quantité- 

différentielle  de  cette  équation,  avec  la  formule  genera- 
le- Addx-\r-A dx'  -dr{A‘ -hB'  )d*dy-yBddy~i’B  by^  ,, 

om  trouvera.  A—jtx^y^  B—bxy^ ^ Si.  Adx.-i-Bdy^ 

«X*  ydtt; 


Digitized  by  Google 


II.  PARTIE.  ChAP.  V. 


djf.  Mais  en  diffïrentiant  cette  quantité, 

on  trouve  que  fa  iifféremieWi  a / d d x -t- z aj/ x d x^ 

(^ax^  -\-b  ) d xdjf—^rb  xy^  d dy-^^bxjf*  dy^  nz  convient 

pas  av'ec  la  propoféej  d’où  l’on  conclût  que  la  quantité 

ax^ydx-*-bxy^  dy  nzîi  pas  l’intégrale  qu’on  cherche.  Il 
faut  donc  voir  fi  on  pourra  trouver  un  faéleur  iVf,  fon- 
élion  de  * 8c  de  /,  qui,  en  multipliant  la  propofée,  la 
rende  intégrable.  Pour  cela  on  comparera  la  propofée 

avec  la  formule  generale  Eddx-^Fdx^-yCdxdy-i- 


Hd dy-hKdy*  J 8c  on  aura  les  valeurs  fuivantes  £ = 

a X*/,  F=  ^ ity  X J G ~ 1 a X*  2 H=zbxy^  ^K~ 


4 i ; 8c  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equation  de  con- 


E K 

dition  G^=-ÿf 


FOW)  jdE)  (dH)  . F H 


H <ijf 


d X 


H (JF) 
£ • J*  ’ 


on  trouve  2 <»x 

I ayxtbxy^ 


' bxy^ 


• x' y X l,bxy' 
bx^ 


ax 


bxy^ 


•*  y 


XX  y 


. 2axy=:,i^ax  — -^ax^ 


^ax^-i-b/^-1- iby^  — 2by^  ~zax'  -^iby^  . Donc 
l’equation  de  condition  a lieu;  8c  on  cherchera  le  fa- 

éleur  M au  moyen  des  deux  équations  MF= 
§c.MKz=:- — JJ — ,OU3d^xM=  ■ ■ ,8c4&x/  M= 

li 
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Suppofoiis  M=z.'t”y’' y Icî  expofans  m 8c  k 
étant  iiideterminéi,  on  doit  donc  avoir  les  deux  equa- 


,-vr  V""') 

tions  X — — ( 


m- 


•2)X 


a X 


*n  — 1 w — f»  I 


Sc4Ùx” 


/JL  «*-^1 

-+•  I [ d.bx  y 


y = 


ay 


( » — *■  3 ) i .v”*  * ] ^’oîi  l’on  tire  w-4-2  — 3,  8c 

«-4-3=4;  par  confequent  »;=i , & « = i.  Le  fafleur 
M fera  donc  x/,  & en  effet  fi  l’on  multiplie  l’equation 


propofée  par  x/,  elle  devient  axi^ y' ddx—^iay' dx* 

-4-  ^ zax^y  -4-  2 bxy^')  d x dy  x* y^ d d y —\r \b x^ y^ d y^ 

=0,  8c  fon  intégrale  cxafle  eft  ax^  y'  d x-¥b  x^  y""  d y 
—0. 


CCCCXL. 

Nous  ne  poufferons  pas  plus  loin  l’application  de 
cette  première  méthode.  On  comprend  facilement  par 
ce  que  nous  avons  dit  fur  les  différentielles  du  troifieme 
ordre  & des  fupérieurs  a 2,  3,  &c.  variables,  & par 
les  Articles  precedens , comment  on  peut  s’en  fervir 
pour  les  équations  a 2,3,  &c,  variables  des  ordres 
plus  eleves  que  le  fécond.  Toute  la  difficulté  confifte 
dans  la  longueur  des  calculs,  qui  eft  inévitable,  lorfqu’- 
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il  s’agit  des  équations  diRerentielles  du  3.® , 4.® , &c. 
ordre,  & furtout  lorfqu’elles  contiennent  plus  de  deux 
variables.  Il  n’eft  pas  même  neceflaire  que  nous  trai- 
tions icy  des  équations  diirêrenrielles , dans  Icfquellcs 
on  fuppofe  une  première  dili'crence,  comme  con- 
fiante, car  nous  allons  donner  une  méthode  generale 
pour  rendre  variables  toutes  les  premières  différences 
dans  toutes  les  équations  différentielles,  où  l’on  en  aura 
fuppofe  une  confiante,  & réciproquement  nous  donne- 
rons la  méthode  de  rendre  a volonté  une  des  deux  dif- 
férences confiante,  & enfin  nous  expliquerons  par  d’au- 
ues  méthodes  la  maniéré  d’intégrer  les  équations  diffé- 
rentielles d’un  ordre  fupérleur,  dans  lefquelles  on  fup- 
pofe une  première  différence  confiante-  Au  refie  on 
voit  par  tout  ce  que  nous  avons  déjà  dit  ( Article 
ccccxxxvir.  ),  qu’en  mettant  dans  l’equation  du  fé- 
cond ordre  a deux  variables  une  confiante  au  lieu  de 
la  différence  première  qu’on  a fuppofe  confiante , par 
exemple,  c au  lieu  de  dxy  8c  une  variable  » pour  la 
prenûere  différence  d/  de  l’autre  variable  , on  réduit 
cette  équation  du  fécond  ordre  a la  forme  d’une  équa- 
tion du  premier  ordre  a trois  variables,  qu’on  traitera 
comme  telle  par  les  méthodes,  que  nous  avons  expli- 
quées fort  au  long  dans  le  Chapitre  I-  de  la  fécondé 
Partie;  & on  pourra  réduire  de  même  les  équations 
différentielles  du  troifieme  ordre  a la  forme  de  celles 
du  fécond  ordre,  8c  ainfi  des  autres- 
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CCCCXLI. 

Soit  A à -+B  d X d y -\-C  dy'  —¥D  d une 

équation  différentielle  a deux  variables,  & du  fécond 
ordre,  dans  laquelle  la  première  différence  </*  eft  fup- 
pofée  confiante,  on  la  ramènera  aifément  a une  diffé' 
rentielle,  qui  ne  renfermera  aucune  différence  conftante. 

On  divifera  cette  équation  par  </*,  pour  avoir 

Adx-i-Bdy-^^— H Il  eft  clair  qu’a 

caufe  ài  dx  fuppofée  confiante,  on  peut  écrire 

3 la  place  de  —7^;  mais  fi  l’on  veut  que  dx  foit 

variable,  on  aura  alors  en  différentiant 

dxdd/--drJJt  ^ ^ confequent  l’equation  fe  change 

en  celle-cy 

qui  n’a  aucune  différence  confiante.  L’operation  feroit 
la  même  pour  les  différentielles  des  ordres  fupérieurs. 
Soit  la  différentielle  du  troifieme  ordre  A d x^ B d x^  djz-y- 
C dy^ dx—\- Dd y^ -~^Ed xddy  —¥  F d ydd^  -\-Gd^ ^ 
dans  laquelle  dx  efl  toujours  fuppofée  confiante.  On 

aura,  en  divifant  par  «/**,  Adx-y-Bdy-y-  — ir 
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■^^  = 0,  que  l’on  pourra 


aufll  écrire  ainfi  Adx-^Bdy 


Cdy' 


Ddr^ 

dx* 


+ 


£ ■ (è) -*•  f • -ïf  • fë) G • ■' [ Ci)  •' (^f ) ] = • . 


dans  laquelle  équation  on  fera  tout  varier  dans  les  dif- 
férentiations indiquées  par  la  lettre  d;  on  aura  alors 
une  équation  a diKérences  troifiemes  làns  aucune  con- 
fiante . Il  eft  évident  qu’on  pourroit  de  la  même 
maniéré  faire  varier  dxy  & rendre  d/  confiante. 
Or  dans  l’equation  diffcrentielle  precedente  du  fé- 
cond ordre  Adx-^Bd -jf-  ~^D.d  (^)  = 0 , 


on  pourra  différentier  dÇ^^  eu  fuppolànt  dx  variable, 

8c  d/  confiante.  On  feroit  la  même  chofe  dans  l’e- 
quation  difTérentielle  du  troifieme  ordre,  en  faifant  va- 
rier dx^  8c  rendant  d/  confiante  dans  tous  les  termes 
affeélés  du  figne  de  différentiation.  Cette  transforma- 
tion efi  utile  dans  bien  des  cas , car  il  arrive  fouvent 
que  le  choix  de  la  différentielle,  qu’on  fuppofe  confian- 
te, facilite  beaucoup  l’intégration  comme  nous  le  ver- 
rons dans  la  fuite. 


CCCCXLII. 

On  peut  faire  les  transformations  precedentes  par 
le  moyen  de  quelques  fubfiltutions , qui  peuvent  fou- 
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vent  être  d'un  grand  u(age.  Soient  *,  y les  deux  va- 
riables, on  introduit  une  nouvelle  variable  />,  en  fai- 
ftnt  pdx~dy^  on  {i\it  de  plus  qdx—dp^  rdx=.dqy 

o'i  r = iry  l = '■  = 77>  confian- 

te. Si  on  veut  maintenant  rendre  variables  dxy  & <//, 

. , dxdiiy  — dyddt  „ 

on  aura  en  dinerentiant  dp=^ — , oc  par 


confequent  7 = 


ei  X fiti y p d 4 x 

7? 


?<.  dqzzz. 


dx'  d^  y — y dtddxddr-^^dyddx*  — dxdfd^t  ^ ajnfl  de 

dx*  ’ 

fuite . Soit , par  exemple  , l’exprenion  dift'érentielle 
~~4^y  ‘l'ins  laq^uelle  rfx  efi  fuppofée  confiante»  En  fai- 


fant  pd x = dy y dp~qdxy  elle  fe  change  en  qx- 
mais  cette  quantité  laquelle  en  apparence  ne  renferme 
aucune  difl'érentielle , en  fubfiituant  la  valeur  de  7 = 


d xd  ei  y^d  yddx 
dx^ 


y 


devient 


xdxdd  y — xd  yddx 
dx* 


f 


qui 


n’a 


plus  aucune  différentielle  confiante.. 

De  même  fi  on  avoir  la  différentielle 

dans  laquelle  on  fuppofe  dy  confiante,  on  feroit  dy=z 
pdXf  dp=.qdxy  l’exprefTion  precedente  fe  changera 

en  cette  autre  — • ^ ^ fubfiituant  a la  place  de 

^ & de  7 leurs  valeurs , oa  aura  la  différemielle  fau^ 
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confiantes  J arrive  aflcz  fouvent  dans 

la  folution  des  Problèmes  qu’on  fuppofe  yd»  y 8c 

dxi^—^-dy^  confiantes . On  changeroit  de  la  m^me 
façon  ces  dificrentiellcs  en  d’autres  expreffions  fans  diffé- 
rentielles confiantes.  Soit  la  différentielle 

a xd y “ 

dans  laquelle  on  fuppofe  y dx  confiante , on  aura  par 
la  fubfiitution  — i — ne  fuppo- 
fant  aucune  différentielle  confiante , devient  —>1-4- 

xd  Y f xJxdd  y — xd  y ddx  \ 

>"»■»  \ dxUy  ) 

xdxdy'-^ydx^dy—yxdxddy-t-fxdyddx^  Enfin  foit 
ydx'dy 

^ y*  > laquelle  on  fuppofe  confiante 

dx^-+dy*  ; en  faifant,  comme  cy-devant,  dy  = 
pdxy  Sc  d p = q d X y la  différentielle  fe  réduit  a cette 
forme  — ■ j & en  fubfiituant  a la  place  de 

P , & a la  place  de  5' , on  aura 

, expreflion  qui  ne  renferme  plus  au- 

dx^ddy — dxdyddx  ’ ^ r 

cune  différentielle  confiante.  Il  efi  évident  que,  fi  on 
vouloir  au  cotitraire  transformer  une  difi'érentielle  d’un 
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ordre  fupsrieur  quelconque  , dans  laquelle  on  n’auroit 
fuppofé  aucune  diticientiellc  couilante , en  une  autre, 
dans  laquelle  on  re;’arderoit  comme  confiante  quelque 
différentielle,  il  ne  faudroit  que  fuppofer  cette  différen- 
tielle égalé  a zéro,  par  exemple,  ddx  — Oy  d^x:=zoy 

ou  dd)f  = Oy  d^ y— 0 y &c.  De  meme,  fi  on  avoir 
une  différentielle,  dans  laquelle  on  aurojt  fuppofé  une 
des  différentieHes  confiante,  on  pourroit  la  réduire  a 
une  autre  exprcffion , dans  laquelle  on  fuppoferoit  l’au- 
tre différentielle  confiante,  il  faudroit  feulement  rame- 
ner la  première  cxpreflion  a une  autre,  qui  n’auroit 
plus  de  différentielles  confiantes,  & faire  enfuite  celle 
qu’on  voudroit  égalé  a zéro. 

CCCGXLIII. 

On  peut  déduire  de  ces  transformations  une  mé- 
thode aifée  pour  examiner  les  équations  différentielles  a 
deux  variables  d’un  ordre  quelconque,  c’efl  a dire, 
pour  déterminer  fi  ces  différentielles  font  abfurdes,  & 
fi  elles  ne  peuvent  avoir  lieu  dans  la  folution  d’aucun 
Problème. 

Etant  propofée  une  équation  différentielle  d’un  or- 
dre quelconque,  dans  laquelle  on  n’a  fuppofé  aucune 
différentielle  confiante,  on  fera  dx  confiante,  & on  ré- 
duira enfuite  l’equation  a une  forme,  qui  ne  fuppofé 

aucune 
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iucune  différentielle  confiante  en  écrivant  comme  cy- 

devant  dJ/ — a la  place  de  </<//,  & d^j'— 

a la  place  de  d^y.  Cela 

étant  fait,  on  obfervera  fi  l’equation  qui  en  refulte 
convient  avec  la  propofée.  Si  cela  fe  trouve,  la  propo- 
fée  renferme  un  rapport  déterminé  entre  les  variables 
K & / ; mais,  fi  cela  n’àrrive  pas,  l’equatibn  fera  va- 
gue, & ne  fournira  aucun  rapport  certain  entre  x 8c  y. 
Car  puifqu’on  ne  fuppofe  aucune  différentielle  confiante, 
il  efi'  libre  de  choifir  la  confiante,  & ayant  fuppofe 
l’une  ou  l’autre  différentielle  confiante,  la  fuppofition 
doit  donner  le  même  rapport  entre  les  variables,  autre- 
ment i’cquatibn  n’expri'meroit  aucun  rapport  déterminé. 
Or  les  équations  différentielles  a deux  variables  provien- 
nent d’équations  finies  entre  ces  variables,  & elles  ex* 
priment  par  confequent  un  certain  rapport  entre 
enfbrte  que,  / étant  une  fonclion  de  *,  l’equation  dif- 
férentielle doit  devenir  identique,  en  fubfiituaiu  * a la 
place  de/,.&  fes  différentielles  au  lieu  de  dy,  dy^^  &c. 
Nous  allons  éclaircir  cette  méthode  importante  par  l’e- 
quation  fuivantc  P d dx.-¥^Jdy-¥Rdx^-¥S  dxdy-^ 
Tdy^:=.Oy  qui  n’a  point  de  différentielle  confiante,  8c 
dans  laquelle  P,  R,  S,  T font  des  fondions  de  x. 
Je  de  On  fait  </x  confiante,  & l’equation  devient 

K k 
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<^dy—^Kdx^—^Sdxdy—¥Tdy^:=zoy  a caufe  de  ddx 
= 0 on  réduit  enfuite  cette  différentielle  a une  autre 
forme  qui  n’a  plus  de  différentielle  confiante,  & on  a 
— -^J^dy—i-Rd —¥Sd x dy—¥  T d y^  =o  , 

qui  ne  différé  de  la  première,  que  dans  le  premier  ter- 
me; il  faut  donc  obferver  11  P= — Si  cela  arri- 
ve, l’equation  propofée  exprimera  un  rapport  déterminé 
entre  * Sc  /,  qu’on  pourra  trouver  par  le  calcul  inté- 
gra! ; autrement  l’equation  fera  abfurde  ou  impoffible , 
& par  confequent  il  fera  inutile  d’en  chercher  l’intégra- 
le dans  cet  état.  Il  faut  donc,  afin  que  la  propofée 
ne  foit  point  abfurde,  que  P dx-^^Jy  Ibit  =o.  Or 
cela  peut  arriver  de  deux  façons;  car  l’equation  Pdx 
-^^Jy—o  peut  être  identique,  c’efl  a dire,  P=— 

, ou  bien  Pdx-^-^dy=o  peut  être  l’equation 

différentielle  du  premier  degré,  par  la  différentiation 
de  laquelle  on  a eu  la  différentielle  propofée  du  fécond 
ordre.  Dans  ce  cas  on  auroit  la  différentielle  de  Pdn 
—^^dy=zPddx—¥^ddy-+dPdx—^d^dy^=:o^  la- 
quelle étant  fouftraite  de  la  différentielle  propofée,  don- 
ne Rdx*-irSdxdy-+Tdy^z=zd P dx-^d^dy . Or  dy 

~ — fubdituant,  on  pourra  faire  dil^- 

roître  les  différentielles,  5c  on  aura  une  équation  finie 
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entre  x & / : par  confequent  l’cquatlon  propofcc  pour- 
ra fc  refoudre  dans  ce  cas  fans  le  fecours  du  calcul  in- 
tégral, 8c  elle  fera  du  nombre  de  celles  que  nous  avons 
traitées  ailleurs.  Nous  ajouterons  un  exemple  d’une  e- 
quation.  impoffible.. 

Soit  donc  Tequation  làns  aucune  différentielle  con- 
0ante  y y ddx-xxddy-¥ydx'  — xdy*-+adxdy=o^ 
ou  aura , eu  comparant  avec  l’equation  generale  prece- 
dente P—yy^  ^ confequent  yydx — 

xxdy—o^  laq^uelle  équation  étant  dilfércntiée  une  fé- 
condé fois,  & egalee  a la  propofée  donneroit  — 
xdy'-^adxdy=.zydxdy — ixdxdy\  mais  puifque 
dy  = aura,,  en  éliminant  les  différentielles,, 


/ ■ 

gi  XX  XX 


* r r î'  f 

ou  X — y'^  —i-axy  — 


2xyy  — 2 XX/.  Voyons  maintenant  fi  cette  équation 
convient  avec  la  différentielle  yydx — xxdy  — o^  on 
aura  en  différentiant  & formant  l’égalité  ^xxdx — 
iyydy-^axdy—^aydx.'=zyyd  x -\r^xydy  — z xxdy 


— 4X/  dXyOu  bien 


il  — 

d X 


57^—4»  — 2*x-h4»7 


, de  laquel- 


le équation,  8c  de  dy 


yz£* 


on 


confequent  3 x*-f-4x*/— t-/»xx/= 


1 
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•AU. 


î — 4-  y — î T* î 

— = 3^5 


— 3*^.  Mais  nous  avions  déjà  trouvé  l’equation  finie 
axy—y^  — x^,  laquelle  étant  foufirai- 

te  de  la  precedente,  donne  zy^ — xyy-t-xxy^zx^ 
= 0,  équation  qui  peut  fe  refoudre  en  celles-cy,  o—y 
— X,  & o==:2//— 4->'x— 4- 2 XX.  La  première  y — x=o, 
ou  ^ = X peut  fatisfaire  a i’equation  trouvée  dy  = 
; mais  elle  efl  incompatible  avec  l’equaiion  finie 

x^ — ^^-4-rfx^=2x>'^ — zxxy  , a moins  quon  ne 
fafTe  a-=.Qy  ou  qu’on  ne  fuppofe  x 8c  y confiantes,  dans 
lequel  cas  </x  = o,  8c  d y =zo  fatisfait  a toutes  les 
équations  différentielles;  ce  qui  efi  abfurde,  8c  par  con- 
fequent  la  différentielle  propofée  efi  impoffible . 


CCCCXLIV. 


Nous  allons  faire  voir  maintenant  l’ufage  des  trans- 
formations precedentes  pour  faciliter  les  intégrations  des 
différentielles  fupérieures.  Soit  l’equation  différentielle 
dx*dy  — dy^  = ad X d dy -i- X d X d dy  ^ dans  laquelle 
on  fuppofe  d x confiante , 8c  qu’on  ne  voit  pas  tout 
d’un  coup  être  intégrable.  Nous  rendons  dx  variable 
eu  écrivant,  comme  nous  avons  dit  cy-deffus  dxdy  — 
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({ x)  , & ea  prenant  d/  coii- 

ftante  dans  la  différentiation  indiquée  par  la  parenthefc, 

nous  aurons  la  différentielle  dxd/ =:  — (ad x 

^xdx)  , laquelle  étant  Tcduite  devient  dx^-h 

xddx-i-addx  — d/^  — o y dont  on  trouve  auffuôt 
l’intégrale  en  faifant  ddx  — duy  dx  = u‘  car  la  diffé- 
rentielle fe  change  en  udx-^xdu-^adu  — d/*=:o. 
L’intégrale  des  trois  premiers  termes  eft  »*-»-<»«#,  & 

l’intégrale  du  quatrième  — eft  -^fd/y  a caufe 
de  dy  conftante . Donc  l’intt^rale  totale  eft  xdx-^ 
adx — y dy-^rC dy=zoy  en  remettant  la  valeur  de  Uy 
& ajoutant  la  conftante  Cdy  du  même  ordre  que  l'in- 
tégrale. Enfin  en  intégrant  de  nouveau  on  aura  -^-x* 

^ax hC'=ïo,  comme  il  eft  évident. 

CCCCXLV. 

Quoiqu’on  ne  puiffe  pas  établir  de  réglé  generale 
pour  le  choix  de  la  différentielle  conftante , ce  choix 
cependant  eft  fort  fouvent  indiqué  a un  Calculateur  ex- 
périmenté par  la  forme  de  l’equation  propofée , comme 
on  verra  par  les  deux  Exemples  fuivants . 


z6z  Elemen's  du  Calcul  Intégral. 

Soit  l’équation  difierentielle  dy  =.dy 

da'dy  — xdfddx—¥xdxddy^  ou  X~ 


fi  -4-  d y — X d v d d x 1 d xd d y 


-,  dans  laquelle  X rcpre- 
fente  une  fon£lion  quelconque  de  x.  Nous  obfervons 


ay 


dans  cette  équation,  que  les  deux  termes  dx^dy-^- 
xdxddy  divifees  par  dx  donnent  d x d y-^-x  d d y , 
dont  l’intégrale  eft  xdy.  Oa  remarque  encore  que 

dx^dy  — xdyddx  divifés  par  ■ — x'^dy^  donnent 
— ^ dont  l’intégrale  e(l  d’où  l’on  voit 
qu’on  peut  détruire  egalement  deux  termes  dans  la 
propofée,  en  fuppofant  confiante  l’une,  ou  l’autre  inté- 
grale xdy^  ou 

Suppofons  en  premier  lieu  xdy=:C  confiante;- 
donc  xddy-t-dydx  = Oy  8c  en  multipliant  par  dx^ 
on  aura,  encore  x d x d dy  -+dy  d x^ y ce  qui  réduit 

la.  différentielle  propofée  a.  celle-cy  X = — ’ ^ 

1 je’ 

Mais  xddy-+dxdy=zoy  d'oîi  l’on  tire  dy= — ; 
donc  en  fubflituant  cette  valeur  a la  place  de  <//,, 
nous,  aurons  X = — 
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J d d y <i  X fi  d X ^dy^ddy  — dydxddt  • 

, ^ = > ; , , • Mais 

%M^dxdy  IX  dxdy 

• C 

ttdy  — C par  la  fuppofitlon.  Donc  <//  = — , & X= 

— Jydtiy  — dxddx  « i — dyddy  — dxddx  e 

-,  OU  Xda  — , & , 

ï I c*  ’ * 


iC'J» 


• / f -V  J —dy^  — </**  — — dy^  — dx* 

en  intégrant,  T. Adx= t-C  — — 

en  remettant  a la  place  de  C fa  valeur  xdy. 
On  auroit  pù  intégrer  cette  différentielle  tout 
d’un  coup,  après  être  arrivé  a l’equation  X = 


, en  multipliant  par  dx-  car  on  auroit 
r>  l’intégrale , a caufe  de 


dy^^xdyddx 
%X^  dy^ 

Xdx  = -- 

1*1  xx^dy 

»^dy'  confiante,  e(l  S,Xdxz=: 
comme  cy-deflus. 


_î Ùl ).  C’ 

4»»  4 *•<»'/  — ’ 


• d X 

Suppofons  en  fécond  lieu  — confiante;  cette  fup- 
pofitlon donne  — :o , & en  multipliant  par 


— xxdf^  on  a — x dy  d d x-hdx'  dy  = Oy  équation  qui 
fait  évanouir  le  fécond  & le  troifieme  termes  de  la 
différentielle  propofée  qui  devient  X — -+xdxdd y ^ 
& en  multipliant  par  dx  nous  aurons  Xdx=: 
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dx  A -+>tà*^  4ti  n dx  dx^ddy 


me 


ixM/* 
d x'^  dd  y 


Or  ft  dans  le  ter- 


2 x’  dy^ 

J on  fait  dJy  — (hiy  8c  par  confequeiH 

dji  — u y & dy~u^  y on  aura  la  diffcrenticHe 
^ d x-¥~  .U  ^du  y dont  l’intégrale  eft 


* X 
T 


S.Xdx=  . . _ - 

4*»  4x‘«*  — 4**  4xM/ 

z±C'y  en  mettant  la  valeur  de  «t , Sc  ajoutant  là  con- 
ftante;  ce-  qui  donne  la  même  intégrale  que  1a  prece- 
dente. 

Soit  enfin  propofee  l’equation  fui  vante  xj>{dxddy 
~^d / d d x)=jf  d^d — yjidTdy-^xdxdy^  ,,  dans 
laquelle  r eft  une  fonflion  quelconque  de  y.  Nous  re-- 
marquons  que.  dans,  cette  équation  il-  y a-  trois  termes , 

fçavoir,  yxdyddx-y-ydydx' — xdxdy^y  lefquels  divi» 
fés  par  yydy  fo.rment  une  différentielle  compiette 

yxjd^y_^^-xdxdy  ^ l'intégrale  eft  On, 

prend  donc  pour  confiante  ce  qui  donne  en  dif-. 

férentiant  — ~*^**^i!  = o . Donc  là  propor 
fée  fe  réduit  a xydxd.dy^yydrdy*~Oy  c’eft  a 
dire,.  d.r=z=^^^^ 


. -,  dont  l’intégrale  eft  JT== 

yd/'- 


xdx 
y à y. 

tc. 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  V.  2(^5 

z±C^  comme  il  eft  evulcnr,  étant  fuppofee  con- 
fiante. 

On  peut  conclure  de  ces  exemples  que,  pour  ren- 
dre l’intégration  plus  facile,  il  faut  obferver  fi  dans  Li 
différentielle  propoiée  il  y a deux,  trois,  ou  pluficurs 
termes,  qui  étant  multipliés,  ou  divifés  par  un  fafleur 
commun,  puiffent  s’intégrer;  on  en  prend  l’intégrale, 
îk  c’eft  cette  intégrale  qu’on  fuppofe  coufhnte. 

CCCCXLVL 

Nous  ajouterons  icy  une  méthode  generale  pour 
intégrer  les  équations  différentielles  des  ordres  fupérieurs, 
lorfqu’elles  ne  font  pas  intégrables  dans  l’etat  où  elles  fe 
trouvent,  & qu’il  faut  les  multiplier  par  un  faéleur 
pour  les  rendre  exaéles.  Nous  commençerons  par  les 
équations  a deux  variables  x & /,  dans  lefquelles  il 
n’y  a point  de  différences  qui  paflent  le  fécond  ordre, 
a quelques  puifl'ances  que  foient  elévées  les  premières 
différences  d»  & d/.  Nous  fuppoferons  qu’une  de  ces 
premières  différences  efl  confiante  ; mais  il  fera  facile 
d’en  conclure  comment  il  faudroit  fe  conduire , fi  elles 
etoient  toutes  'deux  variables .. 

ccccxLvir. 

Soit  Addy-\-B=.o  l’equation  generale  qui  peut 
reprefènter  toute  équation  différentielle  a deux  variables 

L 1 


i66  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 
« & /,  dans  laquelle  eft  confiante,  & qui  ne  con- 
tient d’autre  différence  fécondé  que  avec  des  puif- 

fances  quelconques  des  premières  différences  dx  8c  d/ y A 
8c  B étant  des  fouétions  quelconques  de  dxy  d/y 

& de  confiantes.  On  écrit  ainfi  cette  équation  Add/ 

i S K ) ^ • 

-4-!: — ^ — -d/-hjj.  dx-=Oy  qui  efl  la  même  que  la 

precedente,  puifque-  -dx=B — K-+K 

= B. 

On  multiplie  cette  équation  par  un  faéleur  indé- 
terminé My  qu’on  fuppofe  être  une  fonélion  ^e  *,/, 
dxy  d/y  8c  is  confiantes;  8c  l’on  a le  produit  MAddy 

-\-M^-^^ÿ^d/—i-^^.dx=:oy  qu’on  fuppofe  être  une 

différentielle  complette,  tjue  nous  defignerons  par  (O). 
Cela  pofé , nous  aurons  trois  différences , fçavoir,  ddy , 
d/y  8c  dx.  Regardant  donc  ces  trois  différences,  com- 
me celles  d’autant  de  variables  <//,/,&*,  & la  dif- 
férentielle complette  (O) , comme  la  même  quecelle-cy, 

MAdd/-\‘MBd/—^MCdxy  en  fuppofant  B 
8c  C=-jj-,  on  aura  (Art.  cccxxxvi.) -ces  trois  equa- 

(J.MA)  CJ.MB')  (d.MA)  (J.MC)  (d.MB') 
nous  , J-  

ou,  en  remettant  les  valeurs  de  B'  & de  C, 
^es  trois  fuivantes 
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{d.MA) 

dy 

ddy  y 

{d.  MA) 

dx  

d dy  ^ 

dx 

dy 

De  ces  trois  équations  on  pourroit  par  le  même  Arr. 
CCCXXXVI.  en  déduire  une  où  M nentreroit  plus,  Sc 
qui  ferviroit  a déterminer  K;  enfuite  on  determineroit 
M au  moyen  de  deux  des  trois  équations  precedentes. 
Mais  on  peut  firaplifier  cette  recherche,  & la  borner  a 
chercher  pour  M une  fonflion  de  qui. 

fatisfalTe  a.  ces  deux,  équations .. 

La  différentielle-  du  produit  — K)  prife 

en  ne  faifant  varier  que  après  quon  l’a  divifée  par- 
di^/, eft. 


ddy 


2^  (i/.Mg) 

d y * ddy 


Donc  b première  des  trois  équations  cy-deffus  fe  re'- 


doit  a celle-cy 

(d.MB')  I 

ddy  dy  " 


ày 


<iy 


~ ddy  defignerons  par  (I*)  • 
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(J.  MA)  _ 0-  ~J:r)  _ » 


La  fecoude  équation  ='5T-  X 

(d.MK)  _ ^ ^ ^ ^ fubftituant 

aaji  «i;/  dx  ’ 

cette  valeur  dans  l’equation  (P),  on  aura  = 

1 rr\  I (d.MB)  dx  (d.  MA)  ^ 


or 


l’on  tire  M(B  — — dxd^ 


(d.MA) 


MK=^MB—dy.^-^^^dxdy.X 

-^dy^  • ; d’où  il  fera  facile  d’avoir  K, 

des  que  M fera  connu. 

Subftituant  les  valeurs  de  M{B  — K)  ^ Sc  de 
MK  y qu’on  vient  de  trouver  dans  la  première  equa- 


(d.MB) 


tion 


(d. 


KM  A)  (ô- 


dy 


àd  y 


y & dans  la  troifieme 


^ — _ — i- ^ on  aura  les  deux  équations 


d X 

fuivantes 


r.  rM-Msi  j .ia.M/o  J.  (A ivf/fi n 
{d.MA)  

■*•  dy  ddy 


II. 


dx 


fj  TM»  J,  (J.Mt)  . j_,r^.MA'i  . J,* 

L**-!?; 7T‘  X4, — — n *—rr'  j,  jj 


üy 
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Nous  dcfignerons  la  pramierc  de  ces  deux  équations  par 
( ^ fécondé  par  ( R ) . 

La  quefUoii  cft  donc  réduite  a trouver  pour  M une 
fonflion  de  x,  /,  dx,  dy  & de  cooftantes,  qui  fatisfaf- 
fe  a ces  deux  équations.  Mais  quoique  cela  foie  tou- 
jours poflible  , cela  n’eft  pas  egalement  facile.  Nous  nous 
contenterons  d’examiner  quelques  équations  plus  limitées, 
mais  cependant  très-etenducs , après  avoir  obfervé  qu’en 
écrivant  i pour  M dans  les  deux  dernières  équations, 
on  aura  les  deux  équations  de  condition  necellâires , 
pour  qu’une  équation  différentielle  quelconque  du  fécond 
ordre  a deux  variables  x,  &/,  avec  dx  confiante,  foit 
intégrable  dans  l’etat  où  elle  eft  . 

CCCCXLVIII. 

Soit  propofé  d’intégrer  l’equation  du  fécond  ordre 
Edx'  -¥Fd  xdy-^G  df^—\rHddy=o.f  dans  laquelle  i/» 
c(l  confiante.  EyF^G^Hy  & le  faéleur  M qui  lui  man- 
que pour  la  rendre  intégrable,  font  des  fonélions  de  x, 
de  >' , & de  confiantes,  qui  ne  renferment  ny  dxy 
ny  dy. 

Si  l’on  compare  cette  équation  a l’equation  gene- 
rale Addy-+B=o,  on  aura  A=zH;  B=iEdx'-^ 
Fdxdy-*-Gdy^  y 8c  par  confequent  MB=zMEdx'—^ 
MF dxdy-^MGdy^ ; fubflituant  ces  valeurs  de  A,  de 
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MBy  S:  de  B dans  les  deux  équations  (4^)  8c  (R), 
que  nous  avons  trouvées  cy-delïa>  pour  déterminer  M, 
& fai  Tant  attention  a la  fuppofition  que  nous  faifons , 
fçavoir,  que  £,  R)  G,  H,  8c  IV/,  ne  renferment  ny 

ny  , la  première  équation  (j^)  deviendra  iéJlLil]  — 

IV/G,  8c  la  fécondé  équation  (R),  après  y avoir  aufli 

fubflitué  pour  fa  valeur  A/G,  deviendra 

p.  ^ M F d X -t-  MG  — d ] [</.  ^MEdx-t-dy 

».  d jf 

car,  fi  on  prend  la  différentielle  de  MB  en  ne  faifant 
varier  que  d/ ^ on  zura.  d.MB=iMF dxddy-^ 
zMGdyddy;  par  confequent.  ^‘^\’^J^^=MFdx—h 

J o.(d.MB)  J (d.MA)  J (d.MA) 

iMCdr,8c-j^^  ’—dK'  • '—dy^^—.-’  = MFdx 

—^iMGdy — d La  différentielle 
de  toute  cette  quantité,  en  ne.  faifant  varier  que  <//, 
& divifant.  par.  </<//,  eft.  2 MG—  ~ ^ ^ ^ ■ Donc  la  pre- 
mière équation  ( j^)  fera.^ = 2 MG  — ^ , ou. 

Î^JÏim=2MG,  8c(^^=MG.. 

djf  dy, 

si  dans  le  premier-  membre  de  la.  fécondé  équation 
(R)  on  fubftitue  MF dn-¥zMG dy  pour^^j^^, 
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MG  pour  ^ , ce  premier  membre  deviendra 

; & fl  dans  le  fécond 

membre  de  la  même  équation  (R)  on  fubftitue  ME  du 


MCdf^  MB  , 

pour  MFd/- 


dy  O MCdy'^  dy^  (d.MA)  r i 

Pour7;--T7r^>  • —7T-^>  ce  fécond 


membre  deviendra 


conde  équation  fera  donc  telle  que  nous  l’avons  dit. 

Or , puifque  par  la  première  équation  MG~ 
^ en  prenant  la  différentielle  de  part  & d’autre, 
& ne  faifant  varier  que  x,  & divifànt  enfuite  par  </x, 


on  aura 


id.MG) 

71 


[d.(,d.  MH)] 

à X d / 


fub- 


ftituant  cette  valeur  de  dans  la  fécondé  équation; 

après  en  avoir  divifé  chaque  membre  par  dx^  & fe 
refl'ouvenaiit  que  dx  eft  toujoun  confiante,  on  trouve 


\d.(d.MH)] (d.  ME) 

d X à X djf  ^ 


entendant  par  cette 


expreffion  qu’on  doit  différentier  MH  ta  faifant  varier 
X,  & divifer  enfuite  par  </x,  puis  différentier  le  reful- 
tat  en  faifant  varier  x,  & divifer  encore  par  dx.  Les 
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J . {d.MF)  [d.(d.MH)]  {J.  MF) 

deux  équations  


8c  MG 


(d.MH)  M(d.H)  H(dM)  ' r , n 

= ' — J— 1= — ^ — i-H — celles  que  nous 
avons  a traiter  aftuellement  pour  intégrer  la  propofée» 

Obfervons  maintenant  que  dans  cette  dernierc  e- 
quation  il  n’y  a que  y qui  foit  regardée  comme  varia- 
ble. Cela  pofé,  en  multipliant  toute  l’equation  par 
dy^  puis  la  divifant  par  MH^  8c  tranfpofant,  on  trou- 

dM  Cdv  d.H  .1-^1 

ve  —fj-;  prenant  1 intégrale,  en  regar- 

dai y feule  comme  variable , puifque  la  différentiation: 
a été  faite  dans  cette  fuppofition , on  aura  L.  M = 

S.^-L.H-¥L.X  ; on  ajoute  pour  conftante  fa 

quantité  L.  X,  par  laquelle  on  entend  une  fonélion  de^ 
* & de  confiantes;  c’eft  par  ce  qu’on  a fuppofé  x con- 
(laute  dans  la  différentiation.. 


En  fuppolànt  L.e=i,  on  aura  L,M=S.^^X 

£.e— L.H-vL.X  = £.e  H-4-L. X , doit 

X s.  ^ 

l’on  tire  M=z-r\e  " ..  Si  l’on  fubflitue  cette  valeur 


d=  M daas  rcuaùoa 


S.- 


8c  que  l’on  divife  enfuite  par  e ^ , on  aura  l’equa- 


tion. 
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tlon,  qui  doit  déterminer  X.  Or,  comme  X doit  âtre 
une  foiiHion  de  *,  il  s’enTuit  que  pour  que  l’equation 
foit  intégrable  par  la  multiplication  d’un  fafleur  com- 
pofé  feulement  de  de/,  & de  condantes,  il  faut 
que  dans  celle-cy  toutes  les  y difparoiflent. 

Suppofons,  par  exemple,  que  l’equation  propofée 
foit  2/dx*— h(2x-+-3/Ae)</*<//— H2**</ y^ y dd y 
= 0 , qui  n eft  point  intégrable  dans  l’etat  oit  elle  eft  ; 
on  aura  donc  G=  2 x*,  F=zx— t- 3/x, 

E = iy^  donc  = 8c 

Or  car,  puifque  L.e=:iy  on 

aura  L.y^.L.e  = L.y*;  par  confequent  L.e^^*  — L.y' 
le  = y' . Donc  M—  . Subftituant 

cette  valeur  de  M,  & celles  de  H,  Fy  E dans  l’equa- 
non  tirr.,  on  aura  ^-+2^ 

^l2l£  — ’ld^=âlL  • ou  bien 

iy*dX  Jy'X  y‘ddX  T'  I J 

— =:  0 . Egalant  donc  a zéro 

xdx  ,»  » 

la  fomme  des  termes  affe£lés  de  la  même  puHTance  de 
/,  on  aura  les  deux  équations  -77^  — = & 
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* — UlJL  — 2-JJJL  — o.  Divifant  enfuitc  la  prc- 

micre  équation  par/,  & l’autre  par/*  , on  aura, 
après  reduclioii  faite,  ^ —x^dJX—^ 

^xdXdx — iXdx^~o.  La  première  équation  étant 
intégrée  donne  L.  X=  3 L.  * = L.  ; par  confequent 
X=r*^,  Sc  cette  valeur  fubftituée  dans  la  fécondé,  / 
fatisfait.  On  a doue  X = x^  , & par  confequent 

71/T 

M=—  =*/ . 

Maintenant,  fi  l’on  remonte  a la  valeur  de  MK 
déjà  trouvée,  on  aura  MX=:  2 x/*</x*— *- 3 **/*</x<//, 
& M{B  — X ) = 2 X*/ <yx<// — t- 2 *^/^//*,  enforte  que 
l’equation  rapportée  a la  forme  generale  M^dd/-^ 
TVf  L£^ILÎLL<^/— J.  = o devient  x^/*r/<//— ♦- 

( 2 **/  t/x-»-  2 x^/<//)  <//  — 4-(  2 */*</x-+-  3 x^jf^djf  ) X 
dx=zo.  On  trouvera  par  les  méthodes  que  nous  avons 
données , que  cette  différentielle  eft  complette , & que 
fon  intégrale,  en  ajoutant  la  confiante,  efi  *’/*d/-+- 
**/*</  x-i-cd  x~o. 
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On  peut  prendre  pour  fécond  exemple  l’equation 

h(3x— ♦-/— »-2  t-(x*-t-x/)X 

qui  s’intégrera  de  la  meme  nuiiiere.  Oa 
trouvera  A'=x,  & M—x—^y. 

CCCCXLIX. 

Si  après  la  fubftitution  de  la  valeur  de  M dans 
l’equation  - ^ Ô’r. , tous  les  y dilparoiflent  d’eux— 

mêmes,  l’equation  qui  doit  donner  X efl  alors  différen- 
tielle du  fécond  ordre,  enforte  qu’il  femble  que  dans 
ce  cas  la  méthode  n’eft  d’aucune  utilité.  Mais  il  faut 
obferver  que  l’equarion,  qu’on  aura  alors,  fera  de  cette 
forme  Ad  x* —\r  BXd  x^ -^C  d Xd  x—^Edd  X = o'^  A y 
B , C y E étant  des  fondions  de  x , & de  confiantes . 
Or , pour  intégrer  cette  équation  , on  l’écrit  ainfî 
AM'd X*  -+•  S MX X* -t-  ',C^K')  Mdxd X-^K'M'd x dX 
-i-  EM'dd X=zo  y qui  efl  la  même  que  la  precedente 
multipliée  par  le  faéleur  M".  On  fuppofe  enfuitc  que, 
M'  & K'  étant  des  fonflions  de  x feulement,  les  qua- 
tre derniers  termes  de  cette  équation  forment  enfemble 
une  différentielle  exaéle;  alors  le  premier  terme  Adx' 
dans  lequel  A efl  une  fonélion  de  x,  & dx  confiant 
s’intégrera  aifément.  Les  équations  qui  refultent  de 
cette  fuppofition  font  (Art.  cccxxxn.) 


I, 
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II. 

III. 

IV. 


d X 

— lidX  ' 

(j.Fflr) 

[j.{c  — K')\rdx] 

à A' 

ddX  ■» 

\d.(K‘\fdX-i-BM'X,ix)] r J.  ( C — K ' ) tM  V * ] 

üX  ax 

r r/.  f C — 

K')M'dx]  (J.BM  XJx) 

aX 


Mais,  par  ce  que  K' y M'y  A y S,  (üfc.  ne  ren- 
ferment point  Xy  la  fécondé  équation  eft  nulle,  la 

première  fe  réduit  a — K' M y & la  troificme 

avec  la  quatrième  fe  réduit  a ‘ — jj— i — *■  =zBM  y 
a caufe  de  la  confiante  dx.  De  l’equation  ^ — 


d X 


KM'  on  tire  = rM',  Sc  ^' = 

& en  intégrant  L.M'  = S.^dx  — L~E-¥ 


L.H’,  H étant  une  confiante,  &,  en  fuppofànt  L.e=i, 

De  l’autre  équation 


H 

on  aura  M = t:  e 
£ 


i±l£zinm^BM  on  tire  ■ 


dx 


dx 


{C—K')dM'  = BMdx-^ 

M'.d.{C-^K')y  & En  égalant 
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cette  valeur  a l’autre 


K'dx  — dE 


277 

, qu’on  a trouvée  cy— 


. ^ 1.  • Bdx  — J.(C  — K')  K'dx  — dE 

delTus,  on  aura  1 équation  c—'k' ~ 1 > 

8c  par  confequent  BEdx — E dC -¥  E d K' = — 

K’)K'dx  — {C—K.‘)dE^  ou  BEdx—K'(C—K')dx 
-+-(C — K')dE — E de -i- E d K'=Oy  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  feulement,  dont  dépend  la 
valeur  de  K'.  Suppofant  donc  qu’on  ait  déterminé  K' 
par  le  moyen  de  cette  équation,  on  aura  M' par  l’equa- 


H s.l^dx 

non  AI  = J " 


; alors  K'  8c  M'  étant  trouvés, 
on  aura  X en  mettant  les  valeurs  de  K'  8c  de  M' 


dans  l’equation  yJM'dx^—t-BM'Xdx^-+(C — K')X 
M'dxdX-^ K'M'd X dX-^ E M'dd X=io,8c  ea  intégrant . 
Or  comme  cette  équation  ne  peut  manquer  d’être  a 
prefent  une  différentielle  complette,  8c  qu’on  peut  lui 
donner  cette  forme  {AM' dx-^-BM‘Xdx~¥K' M dX)dx 
-¥{_{C—K')M'dx’}dX-i-EM'ddX  =0,  & la  regar- 
der comme  une  différentielle  complette  a trois  variables 
X,  X,  8c  dX^  on  peut  prendre  pour  fon  intégrale  celle 
du  premier  terme  {A M' d x^ B M' Xd x—^K'  AI' d X )d x , 
en  ne  faifant  varier  que  x,  8c  traitant  X,  «/X,  & dx 
dans  la  parenthefe  comme  confiantes  ; ce  qui  donne  pour 
l’intégrale  dx.S.AM'dx^-^Xdx.  S.BM' dx-^dX . X 
S.K'M'dx-i-Ldx=Oy  Ldx  étant  la  confiante  ajoutée 


I I 


I 
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a riiuïjialc.  Or  cette  ileruicre  équation  s’intégre  ficî- 
leiuent  par  la  formule  de  l’Article  CCCLXXXII.  On  aura 
donc  X,  dès  qu’on  aura  K'.  Ainfi  on  peut  dire  géné- 
ralement que  toutes  les  fois  qu’il  ne  manquera  a l’equa- 
tion  Ed -¥p dxdy—^G d d y=.o  qu’un  fa- 
fleur  compofé  de  * , de  / , & de  confiantes  pour  être 
une  différentielle  complette,  cette  équation  fera  toujours 
reduélible  a une  équation  différentielle  du  premier  or- 
dre, quelles  que  foient  d’ailleurs  £,  F , G,  H. 

Mais  fl,  après  la  fubflitution  de  la  valeur  de  M 
dans  l’equation  — &c.,  l’equation  renferme  encore 

des  /,  que  l’on  ne  puifle  faire  difparoitre  fans  affujettir 
les  coefficiens  £,  F,  G,  H a certaines  conditions; 
c’efl  une  preuve  que  le  fiifleur  AI  doit  de  plus  renfer- 
mer des  </>•  8c  des  <//.  Alors  il  faut  avoir  recours  a 
la  méthode  generale  ( Article  ccccXLVii.  )•  On  s’y 
prendra  de  même  pour  trouver  dans  quels  cas  toute 
équation  différentielle  du  fécond  ordre,  d’une  forme 
connue , peut-être  intégrée  par  la  multiplication  d’un 
fafleur  compofé  de  *,/,  & confiantes,  ou  de  Xy  d/y 
& confiantes,  ou  de  /,  dxy  8c  confiantes  8cc. 

CCCCL. 

A l’egard  des  équations  différentielles  du  troifieme 
ordre,  en  les  fuppofant  reprefentées  generalement  par 
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A 8c  B étant  des  fondions  de  *,  / , 
</*,  <//,  dd/,  8c  confiantes;  & fuppofant  de  plus  que 
M eft  le  faéleur  compofc  de  *,/,  dxy  <//,  «V/,  Sc 
confiantes , qui  peut  la  rendre  intégrable , on  pourra 

l’ecrlre  ainfi  A M//  -h  M ddy-^M.  — ^ . <// 


a;  H 

X 


.d  X — 


alors  il  faudra  que 


( à.  A M ) 
Of 


(..if) 


(i  <Xy 


ay 


. C’efl  a l’aide  de 


ces  équations  qu’on  déterminera  X,  H,  & M.  On 
voit  comment  on  doit  s’y  prendre,  pour  les  équations 
différentielles  d’ordres  plus  elevées. 


CCCCLI. 


Remarq,ue.  Le  calcul  intégral  va  de  pair  avec 
le  calcul  difiércntiel,  lorfque  les  diflérentielles  qu’on  fe 
propofc  d'intégrer  font  complettes.  Car  la  réglé  gene- 
rale du  calcul  différentiel  peut  s’exprimer  ainfi:  “ Dif- 
férentiéz  la  quantité  propofée  fucceffivement  par  rapport 
a chaque  variable  quelle  contient,  comme  fi  toutes 
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„ les  autres  variables  etoieut  conlbntes:  prenez  enfuite  la 
„ fomme  de  toutes  les  différentielles  particulières,  que 
„ vous  aurez  trouvé  de  cette  maniéré,  cette  fomme  fera 
„ la  différentielle  totale  de  la  quantité  propofée,  foit  que 
„ cette  quantité  ne  contienne  que  des  variables  finies, 
„ foit  qu’elle  renferme  des  différences  quelconques.  ” On 
déduit  de  l'a  par  l’Article  cccxxxiii.  la  réglé  gene- 
rale pour  intégrer  toute  différentielle  complette , de 
quelqu’ordre  quelle  foit,  & quelque  nombre  de  varia- 
bles qu’elle  contienne.  La  voici:  “ Marquez  les  va- 
,,  riables  , dont  les  différences  fe  trouvent  dans  la  diffé- 
„ rcntielle  propofée  : rafl'embléz  dans  une  fomme  totale 
„ tous  les  termes  affeélés  de  la  différence  d’une  même 
,,  variable,  en  commençant  par  ceux,  où  fe  trouve  la 
„ différence  de  l’ordre  le  plus  elevé:  enfuite  intégréz  cet- 
„ te  fomme,  comme  fi  toutes  les  autres  variables  etoient 
„ confiantes:  après  quoi  différentiéz  l’intégrale,  que  vous 
,,  venéz  de  trouver,  en  fàifànt  varier  fucceffivement  tou- 
„ tes  les  variables  quelle  renferme:  puis  retranchéz  cette 
„ différentielle  de  la  propofée.  S’il  ne  refie  rien,  Hnté- 
„ grale  trouvée  fera  celle  que  vous  cherchiez , en  lui  a- 
„ joutant  une  confiante  de  fon  ordre.  S’il  y a un  refie, 
„ il  ne  renfermera  pas  la  variable,  par  rapport  a laquelle 
„ vous  avez  intégré.  Suivéz  a l’egard  de  ce  refie  le 
„ même  procédé,  dont  vous  vous  étés  fervi  a l’egard  de 
yy  toute  la  différemielle  propofée,  regardant  ce  refie  com- 

„ me 
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j,  me  une  autre  différentielle  propofée,  & ainfi  de  fuite 
„ par  rapport  a chaque  variable . Vous  trouveréz  de  cet- 
„ te  maniéré  l’intégrale  de  toute  la  propofée,  fi  elle  efl 
„ complette  ; c’efl  a dire,  quelle  fera  réduite  a la  diffé- 
„ rentielle  d’un  ordre  inférieur  d’un  degré,  d’où  elle  etoit 
„ venue  par  la  différentiation.  ” Nous  avons  donné  plu- 
fieurs  exemples  de  cette  réglé  pour  les  différentielles  du 
premier  ordre  dans  l’Article  cccxxxiii.  ; nous  en  ajou- 
terons un  icy  pour  les  différentielles  du  fécond  ordre , 
après  avoir  obfervé  que  par  cette  réglé  generale  on 
peut  toujours  trouver,  fi  une  différentielle  quelconque 
dans  l’etat  où  elle  fe  trouve  eft  complette,  ou  non. 
Car,  fi  elle  eft  complette,  on  en  trouvera  facilement 
l’intégrale;  par  confequent,  fi  on  ne  peut  pas  en  trou- 
ver l’intégrale , c’eft  une  preuve  qu’elle  n’eft  pas  com- 
plette , & alors  fi  cette  différentielle  eft  en  équation , 
ou  fi  elle  eft  fuppofée  égalé  a zéro,  il  faudra  chercher 
par  les  méthodes  connues  le  fa£Ieur  qui  la  rendra  com- 
plette, fi  la  chofe  eft  poffible. 

Exemple  . Soit  propofée  la  différentielle 
ddy—¥i  </  X <//-+•  2 y d/*  -+-2x/*</x*-H- 
3x*^*rf^</x,  dans  laquelle  on  fuppofe  dx  confiante. 
On  doit  confiderer  cette  différentielle  comme  renfer- 
mant trois  variables  <//,/,  & x,  puifque  dd^y  dy,  Sc 
dx  font  les  différences  premières  de  <//,  de  & de  x. 
Le  terme  où  fe  trouve  la  différentielle  de  l’ordre  le 

N n 
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plus  clevé  eft  dont  on  prendra  l’intégrale 

en  regardant  dy  comme  la  feule  variable,  & les  au- 
tres y 8c.  X comme  confiantes.  Cette  intégrale  eft 
x^y^dy^  dont  la  différentielle,  en  faifant  tout  varier, 
eft  x^ y*  ddy-+2x^ydy*-*-^y'x*dxdyy  laquelle , étant 
retranchée  de  la  propofée , laiffe  pour  relie  ix'ydxdy 
-^2xy*  dx*.  Regardant  ce  refte  comme  une  autre 
différentielle  propofée  a deux  variables  / & x,  on 
prendra  l’intégrale  du  terme  2x*ydxdy  en  ne  failânt 
varier  que  /,  8c,  par  ce  que  eft  confiante,  on  aura 
l’intégrale  x*y'dx,  dont  la  différentielle,  en  faifant  va- 
rier* 8c  y,  ett.  2X*ydxdy-^2y*xdxdy  ] on  voit  qu- 
en  retranchant  cette  différentielle  du  premier  relie,  il 
ne  refte  plus  rien  . Donc  l’intégrale  cherchée  fera 
x^y'dy~^x*y*dx~^Cdx , en  ajoutant  la  confiante  du 
même  ordre  Cdx,  On  auroit  trouvé  la  même  inté- 
grale en  fe  fervant , dans  le  refte  zx*ydxdy—i- 
zy^xdxdy,  du  terme  zy^xdxdy  au  lieu  du  terme 
zx'ydxdy,  ou  en  intégrant  tout  le  refte  Ç^zx'ydy—^ 
zy'xdx)dx  dans  la  fuppofition  de  * feule  variable. 
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Il  nous  relie  maintenant  a faire  quelques  remar* 
ques  fur  les  équations  différentielles , qui  ont  befoin 
d’un  faéleur  pour  être  complettes.  Si  on  fuppofe  y 
les  deux  variables  d’une  équation  différentielle,  & qu’- 
en faifant  dx  confiante,  on  prenne,  comme  cy-devant 
dy  d X y d p = q d X y dq=zrd Xy  dr  — sdx y (D“c. , 
les  équations  différentielles  de  tous  les  degrés  pourront 
être  ramenées  aux  formes  fuivantcs 

I. «  Degré.../i  = f («,/ ); 

II. '  Degré...^  = ^,(*,/,/)); 

III. *  Degré .. . r = 9 (*,/,/»,  ^)Ô'r. 

L’expreffion  9 defigne  des  fonélions  quelconques  des 
quantités  renfermées  entre  les  parenthefes.  S’il  s’agit 
de  trouver  un  fafleur,  qui  rende  complette  une  équa- 
tion différentielle  du  fécond  degré,  ce  fafleur  pourra 
être  reprefenté  par  de  même  que  p ell  le  fafleur 
des  différentielles  du  premier  ordre.  Mais  il  faut  ob- 
ferver  que  ce  fafleur  peut  être  une  fonclion  des  deux 
variables  feulement,  ou  qu’il  peut  enore  renfermer  le 
rapport  des  différentielles  ce  qui  rend  quelquefois 
félon  les  différens  cas  l’intégration  plus  ou  moins  diffi- 
cile. Il  e(l  bien  clair  que  le  cas  le  plus  aifé  efl  celui 
où  le  fafleur  eit  une  fonflion  d’une  feule  variable . 
On  voit  bien  que  P,  R,  S,  T,  (7c.  defignant  des 
fonflious  quelconques  des  variables  Xy  y y oti  pourra 
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avoir  dlffcrens  ordres  de  facteurs  pour  les  feules  équa- 
tions différentielles  du  fécond  degré. 

I. 'f  Ordre  ....P  ; 

II. ®  Ordre . . . . P </  x -+  ; 

III. ®  Ordre  ....  P d —¥  » d R d y*  (!?c. 

On  pourroit  continuer  ces  ordres  plus  loin;  mais  on 
entreroit  alors  dans  des  calculs  fort  embaraffants.  Les 
cas  les  plus  fimples  font  ceux , dans  lefquels  le  rapport 
des  différentielles  efl  de  dimenfîon  nulle , ou  du 
premier,  ou  fécond  degré.  Le  fafleur  peut  être  affe- 
été  de  quantités  fraélionaires,  irrationelles , ou  tranfcen- 
dantes,  dont  nous  avons  déjà  donné  des  Exemples. 

Toute  différentielle  du  fécond  ordre 
dans  laquelle  dx  efï  fuppofée  confiante,  fe  réduit  a 
cette  forme  = Or  étant  pro- 

pofée  une  différentielle  quelconque  du  fécond  degré , 
qui  ne  foit  pas  une  différentielle  complette,  on  effayera 
d’abord  le  fafleur  de  la  première  forme  P , s’il  ne 
reuffit  pas,  on  prendra  le  fafleur  de  la  fécondé  forme, 
Sc  ainfi  de  fuite. 

Soit,  par  exemple,  la  différentielle  du  fécond  de- 

I 

gré  zaydd)!  — d x'  {^  \ —\-xx)  * =0, 

dans  laquelle  du  efl  fuppofée  confiante.  Après  avoir 
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éprouvé  que  le  fafleur  du  premier  ordre  ne  peut  reuf- 

fir,  on  employera  & l’equation  propofée 

étant  d’abord  mife  fous  cette  forme  laddj/ 

I 

— /’“*'*</**(  I -4-x*)  * on  la  multipliera  en- 

fuite  par  le  fafleur  Pdx-¥^dy^  8c  elle  deviendra 

2aPdxdd/ P^”~^*  d * 

-+•  2 <»  ^d/  ddf  — X*  <//(!—♦• 


xx)  * =0;  laquelle  doit  être  intégrable  par  la  fuppo- 
fition.  Or,  fi  on  examine  les  deux  termes  laPdxddy 
-i-za^dydd/y  on  voit  aifément  qu’ils  ne  peuvent 
provenir  que  de  la  différentiation  de  zaPdxdy-^ 
, On  pourra  donc  regarder  zaPdxdy-^a^y* 
comme  la  première  partie  de  l'intégrale  cherchée  • 
Maintenant,  fi  l’on  prend  la  différentielle  de  cette  pre- 
mière partie,  on  aura,  en  l’ôtant  de  la  propofée,  & 

» t 

ordonnant  l’equation  , — i -+xx)  * — 

^y”^*dx^dy{i-^xxf^ 

— zadx  dy-j-^ zadxdy  ridy  
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adxdy*  = On  a fubftitué  dans  cette  der- 

1 (JP') 

niere  équation  a la  place  de  l’expreflion 


—h  d/  , & a la  place  de  ^ la  valeur  d * 

-+-  dy  • L’exprelTion  d x lignifie  la  difieren- 


• (JP') 

tielle  de  P en  faifant  varier  x feulement,  8c  d y ■ 

reprefente  la  diflerentielle  de  P en  confiderant  y lèule 
comme  variable,  & par  confequent  la  différentielle  to- 
tale eft  compofée  de  deux.  On  dira  la  même  chofe 
de  la  différentielle  de  Or  fi,  on  examine  la  diffé- 
rentielle precedente,  on  voit  qu’a  caufë  dx  confian- 
te, elle  ne  peut  être  intégrable,  a moins  que  les  ter- 


mes affeflés  de  dy^  ^ 8c  d y* 

t P J 1^  J 

vement;  donc  ^ 


ne  fe  detruifent  refpefti- 

i (dil) O, 

— oc  — — 

dy  » y 


—^•ladxdy^  - -ira d xdy^  ‘î'où  l’on  tire 


— 4-2-^ÿj^ — = 0.  Maintenant  pour  tirer  la  va- 
leur de  de  la  première  équation , nous  confidererons 
X comme  confiante,  & on  aura  dy  ^^^z=d  puif- 
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que  djf  fignifie  la  difTércntielle  de  ^ en  ne  fâi- 
fant  varier  que  /.  Donc,  a caufe  de 
= 0,  on  aura,  en  intégrant,  fonéUon  de  n 

feulement  , & par  confequent  & ~^=: 

~T  ^ fonéllon 

de  X.  De  plus,  en  confiderant  x aulTi  comme  conflan- 
te  dans  lequation  — H 2 l ^ = 0 , on  aura 

4P<//-+-2/</P-t-~.-^^=o  , & en  multipliant 

par/,  & intégrant,  nous  aurons  2 P//  — ~ • ' 

= 2 L , L étant  une  fonélion  de  x feulement , d’où  l’on 

tire  P— L_4._1_  Mais  ^ ^ 

tire  r — yy~^  dx  — dx 


»r 


I (ddK) 


— , donc,  en  fubftituant  & efTiçant  les  ter- 
ty  dx^ 

mes  qui  fe  detruifent,  on  aura  l’autre  partie  de  l’intégra- 
le — dx*.S.{(i-4.xx)“(L/-*-*iyx-i-7/-^‘  X 


(JL) 

dy  (ddK)\ 

d X 

ly*  dx‘  / 

cette  quantité  étant  compofée  de  deux  parties,  dont  l’une 
çft  multipliée  par  — i^x*,  & l’autre  pr  — ^a^^x*  , 
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fi,  faifant  abftra£lIon  du  fafleur  — on  fait  dans  la 

première  L=o^  fa  difierenfiellc  fe  réduira  aK/"dy{i  -+ 


«*)  ’ -•■*»)  * > <lont  l’intégrale 

1 

fera^^^7  (i— t-xx)  * ; il  ne  faut  pour  cela  que  faire 


ladifférentielle^^_7‘|-(  x — *)  — ^ 


n 1 


X 


(i-t-x*)  * tiK(i-hxfi)  * , c’eft  a dire,' 

z(n — i)üC*</*=(«— ; d’où  l’on  tire 
K=z  de  forte  que  le  premier  membre  de  l’in- 

» T 

tégrale  precedente  fera — 7:^/’ “*’V**(i -+•**)  ^ , 


& l’autre  membre,  acaufe  de  L—o^  8c  de ■ ^ = a , 

d X* 

deviendra  — 2 a ci  x* . S. ; donc  la  fécondé  par- 

7*  ’ r- 

n •4’  J 

tie  de  l’int^rale  fera  — 


De  plus,  puifque  L=o,  & üC  = i -»-*»,  on  aura 


(.dK) 


T7-  = 2x,d’où  l’on  tire  P = — &jp  = . Donc 

la 
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la  première  partie  de  l’inteyrale  fera  — 

^ & par  confequent  l’intégrale  complette , 
en  ajoutant  la  conftante  Cdx^y  fera 

-^xx)~=Cdx'  , & 
en  multipliant  par  on  aura-j^/-"“*'V**(  i-+- 

ff  -»  1 

x.v)  ~a(^^dx^—t’2x^dxd/-h(  i -t-x») 


Si  dans  l’equation  différentielle  propofée  on  fuppo- 
foit  w= — 2,  elle  fe  changeroit  en  celle-cy  zayddy 

I 

— j^ady* — jf ^ X* ( I X X ) *=o.  Dans  laquelle  le 
feflcur  fimple  P=.~  fuffiroit  pour  la  rendre  différen- 

yi 

tielle  complette;  & en  multipliant  l’equation  par  ce 

faflcur,  elle  deviendroit  4 ■»<>' 

=0  , dont  l’intégrale,  en  ajoutant  la 

confiante  a dx,, devient  i-f-il ■~==,z=.adx.  &,  en 

’ />  -l-xx  ’ ’ 

O O 
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intégrant  de  nouveau , on  aura  — y — i— >-**  = »* 
Ce  cas  particulier  n’a  aucune  difficulté,  & il  e(l 
le  feul,  dans  lequel  le  faéleur  fimple  P puifle  reuffir. 
Mais  fi  on  confideré  l’cxpofant  quelconque  »,  on  voit 
que  ces  fortes  de  cas  deviennent  très-compliqués,  & 
que  leur  folution  dépend  beaucoup  de  l’adrelTe  & de  la 
fagacité  du  Calculateur. 
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CHAPITRE  VI. 

De  quelques  méthodes  particulières  pour  intégrer  ^ 
ou  pour  réduire  aux  ordres  inférieurs  les  équations 
différentielles  des  ordres  fupérieurs,  lorjqù- 
elles  ont  certaines  conditions  m 

CCCCLIL 

T .Es  équations  différentielles  a deux  variables 
* & / , de  quelqu’ordre  qu’elles  fbient , peuvent  fou- 
vent  s’intégrer  , ou  fe  réduire  a,  un  ordre  inférieur,  en 

(Iippolânt  le  rapport  ou  égal  a une  nouvelle 

variable  z,  en  fubfUtuanc  dans  Tequation  propofée  %dy 
au  lieu  de  dx,  ou  zdx  au  lieu  de  dy.  Lorfque  la 
variable  finie  x ne  fe  trouve  point  dans  l’equation  pro- 
profée,  on  fuppofe  dx=zd/;  & fi  c’eft  la  variable 
finie/,,  qui  manque,  on  fait  dy  = zd  x . Si  l’equa- 
tion  propofée  contient  des  différences  fupérieures  dd/, 

d /,  d / , (yc.y  8c  que  dx  foit  confiante,  on  fuppofe 

dy  =zxd Xy  d’où  l’on  tire  dd/=dzdx,  d' y=ddzdxy 

d y = d zdxy  Ô’f.  Si  au  contraire  l’equation  propo- 

üée  contient  des  différences  fupérieures  ddx,  d x,  d x,. 
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(7c.,  djf  étant  confiante,  on  fait  d x — zdy , d'où  J'on 
î 4 î 

tire  ddx^^dz.d  v,  d x = d dz  d y,  d .■«::=  ^d/,  (7c. 

On  va  voir  l’ufage  de  ces  méthodes  dans  les  Problè- 
mes fui  van  ts. 

C C C C L 1 1 1. 

PROBLEME  I.  Intégrer  l’equation  dificrentiellfi 
a deux  variables  Ad  y”  B d x” -y-C  d^”'  d 

D d/ d x”  ^ ^Ed d x"  ^ -4- (7c.  — o,  dans  laquelle 
les  coefficients  A,  B,  C,  D,  £,  font  des  fon- 
dions quelconques  d’une  feule  variable  x,  ou/,  5c  de 
confiantes,  ou  zéro,  & les  expofans  w,  »,  p,  q,  (7c. 
des  nombres  quelconques. 

Solution.  Cas  I.  Lorfque  la  variable  x ne  fe 
trouve  point  dans  l'equrtion  propofée,  ou  que  les  coef- 
ficients A,  B,  C,  D,  E,  (7c.  font  des  fondions  de  la 
feule  variable  / , Sc  de  confiantes,  ou  zéro.  On  fup- 
pofera  fuivant  la  réglé  dx  = zdy , d’oii  l’on  tirera  dx” 
zzzz  dy  ydx  =z  ^dx  ^ —z 

dy'~^(7c.  Subfiituant  ces  valeurs  dans  la  propofée, 
8c  divifiiit  par  dy”,  on  aura  l’equation  finie  a deux 
variables  x 8c  /,  y/— h 5 z* -4- C z”  »-Dz" 
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HÛ'V.  = 0,  par  laquelle  on  déterminera  la  va- 
leur de  « en  / , ou  celle  de  / en  *,  & en  confiante:. 
On  fiibflitucra  une  de  ces  deux  valeurs  dans  la  difTe- 
reurielle  ^ f<  on  aura  %dy=rdy^  ou  %dy=:z 
Zdx^  T étant  une  fonflion  de  / & de  confiantes,  8c 
Z une  fonélion  de  z & de  confiantes,  8c  l’equation 
dx  = zdy  fera  changée  en  dx  = rdyy  ou  dx=zZ d z. 
On  intégrera  de  côté  8c  d’autre  par  les  réglés  de  la 
première  Partie  du  Calcul  Intégral,  & on  aura  *=: 
$■. T* 4- confiante,  ou  x:=.S.Z dz—\r^^.  La  pre- 
mière intégrale  donnera  immédiatement  la  valeur  de  x 

O 

en  qu’on  vouloir  trouver.  Si  on  fe  fert  de  la  fe- 
eonde  intégrale  x = S.Zdz-t-J^.,  on  trouvera  encore 
la  valeur  de  x en  y , en  comparant  cette  équation 
avec  l’autre  A-^Bz  -¥Cz  ^-i-Ez”  ^ 

— 4-Ci7f.  = 0,  puifque  ces  deux  équations  ne  contien- 
nent que  les  trois  variables  ou  inconnues  x , z , 8c  y . 
C.  4A  F,  T. 

Cas  II.  Lorfque  la  variable  y manque  dan;  l’equa- 
tion  différentielle  propofée,  ou  que  les  coeliicieuts  AyB^ 
CyDy  Cÿf.  font  des  fondions  de  la  feule  v.ariable  x, 
8c  de  confiantes,  ou  zéro.  On  fuppofera  dy  — zdx, 
d’où  l’on  tirera  dy”  = z”  </  *" , d y'”  — z^'d  x”*  y (D’c.  fub- 
flituant  ces  valeurs  dans  la  propofée , Sc  divifimt  par 
dx”y  on  aura  l’equation  finie  Az” ^B-i-Cz^ 


294  Elemens  du  Calcul  Imte'gral 
— *-£!6’-4-<Î7’c.=o,  par  laquelle  on  determincri  la  va- 
leur de  X en  « , ou  celle  de  x en  z , on  fubdituera 
une  de  ces  valeurs  dans  la  difTérentielle  & en 

procédant  comme  dans  le  premier  cas,  on  trouvera  la 
valeur  de  * en  au  moyen  de  l'equation  dy  — z,d)t. 
C ^ F.  r. 

CCCCLIV. 

PROBLEME  II.  Intégrer  ou  reduîre  au  premier  or- 
dre l'equation  generale  du  fécond  ordre  a deux  varia- 
bles Addy—^Bdy'  —^-C  dxdy  — t-D  d**=.o  y dans  laquel- 
le dx  efl  confiante,  & les  coefficients  A y B y C,  D 
font  des  fonflions  quelconques  de  l’une  des  deux  varia- 
bles X ,,  ou  / , 8c  de  confiantes , ou  zéro  - 

Solution  I.  Puifque  dx  efl  confiante , on  fuppo- 
fera,  fuivant  la  réglé,  dy  = zdxy  d’oil  l’on  tirera  ddy 
=dzdxy  dy*  = z^ d X*  y & dxdy=zzdx^.  Subflituant 
ces  valeurs  dans  l’equation  propofée  & divifânt  par  dxy 
on  aura  Adz-^Bz^ d x—^~Cxdx-^Ddx=Oy  équation 
difTéremielle  du  premier  ordre  a deux  variables  z 8c  x, 
lorfque  / manque  dans  b propofée . Si  c’efl  x qui  man- 
que dans  Tequation  propofée,  on  fublliruera^  au  lieu 
de  dx  dans  l’equation  du  premier  ordre  qu’on  vient  de 
trouver^  elle  deviendra  Adz^-^BTidjf-iCdy^^^  y, 
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ou,  en  multipliant  par  jIzdz-t-Bz* 

-^■Ddjf  — o^  équation  difTérentielle  du  premier  ordre  a 
deux  variables  z 8c  / . 

On  cherchera  l’intégrale  de  l’equation  réduite  au 
premier  ordre  par  les  réglés  que  nous  avons  données 
pour  intégrer  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre  a deux  variables,  & on  déterminera  par  cette 
intégrale  la  valeur  de  z en  x , ou  en  / , ou  celle  de 
X,  ou  de  / en  Z.  On  fubfHtuera  une  de  ces  valeurs 
dans  la  différentielle  z</x,  8c  on  feparera  par  ce  mo- 
yen les  variables  dans  l’equation  dj/—zdxy  ou  ^ = 
</x,  qu’on  intégrera  enfuite  par  les  réglés  de  la  premiè- 
re Panie  du  Calcul  Intégral,  8c  on  trouvera,  comme 
dans  le  Problème  precedent,  la  valeur  de  x en  /. 
C.  ^ F.  T. 

Solution  II.  Lorfque  x manque  dans  l’equation 
propofée,  on  peut  fuppofer  dxz=zdj>.  Car,  puifque 

dx  eft  confiante,  on  aura,  en  différentiaut,  o=zdd/ 
-¥dzd/;  par  confequent  = , & en  lûb- 

(lituant  cette  valeur,  & zd/  au  Heu  de  dx  dans  la 
propofée,  on  aura  — -^rBd/*  -4-  Czdy^  — »• 
Dz*d/*=o,  ou,  en  divifânt  par  d/,  8c  multipliant 
par  Z,  •— ./^dz— »-5zd/-t-Cz*d/-t'DzV/=o,  equa- 
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tion  diflcrcntielle  du  premier  ordre  a deux  variables 
% y.  En  intégrant  cette  équation,  on  trouvera  la 
valeur  de  z en/,  ou  celle  de  / en  z,  & fubftituant 
une  de  ces  deux  valeurs  dans  l’equation  <y*  = z<//,  on 
trouvera  l’intégrale  » = 5'.  z ///-+•  ^ confiante,  par  oà 
l’on  déterminera  la  valeur  de  * en  /,  comme  dans  le 
Problème  premier. 

CCCCLV. 

Corollaire.  Il  eft  aifé  de  voir  que  l’intégra- 
tion fe  fera  de  la  même  maniéré,  & par  les  mêmes 
fubftitutions,  lorfque  l’equation  propose  dans  le  Problcr 
me  fécond  aura  dans  tous  fes  termes  des  puiflànces 
quelconques  de  </x,.  ou  de  ///,  ou  leurs  produits;  bien 
entendu  que  toutes  les  différentielles  foient  homogènes 
d.tns  tous  les  termes. 

On  peut  quelquefois  fe  fervir  des  mêmes  métho- 
des , quoique  dans  les  équations  diflérentiellcs  a.  deux 
variables  x &/,  la  conllante  ne  foit  ny  ny  dy^ 

mais  une  fonélion,  comme  dH--^dÿ^  , ou  comme 
ydx;  on  va  le  voir  dans  les  Exemples  fuivants.. 

CCCCI.VI. 

Exemple  I.  Soit  propofé  d’intégrer  l’eq nation 
— ♦'/Tfi'.vrf/,  dans  laquelle  r ell  une  fonélion 

q^uel- 
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quelconque  de  / & de  confiantes,  Sc  efl  fuppofce 

confiante  Sc  égalé  a . On  voit,  que  les 

deux  variables  finies  x Sc  u manquant  dans  cette  équa- 
tion, 8c  du  étant  confiante,  on  fuppofera  dx=.%du^ 
ce  qui  donne  ddx—dzduy  8c  par  fubflitution  rdjfdu 
z=2aydzdu—^-a%dyduy  &,  en  divifant  par  duy 
rd/ = Z d z-^azd/  y équation  différentielle  du 
premier  ordre  a deux  variables  a 8c  y.  Le  faéleur 

qui  rend  cette  équation  complette  efl  car  en  la 


multipliant  par  ce  faveur,  ou  en  la  divifant  par  2/* , 


elle  devient 


f df  1 a y d y 


y dont  l’intégrale  efl 


S". confiante  =azy^  y d’oil  l’on  tire 
*/ 

r"  étant  une  fonflion  de  / & de  confiantes 


■ . Or  puifque  du  — dx^-i-djf*  , & 


que  dx=-zduy  on  aura  d*  =»*</«*  = »*</**— h 
8c  d*=-p==  = p7===r<//,  en  fup- 
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pofant  que  T"  eft  une  fonflion  de  / , & de  conRantes 
r'  _ 

— ^ =.  On  trouvera  donc  l’intégrale  x = S. 

par  les  réglés  de  la  première  Partie  du  Calcul  Intégral. 
CCCCLVII. 

Exemple  II.  Soit  propofé  d’intégrer  l’equation 

Ty^ djfdx^—^duddu~o^  dans  laquelle  T eR  une  fon- 

élion  de  / & de  conRantes,  àw=zi^ -\rdy^ ^ & la 
différentielle  yd»  conRante.  On  voit  que  les  deux  va- 
riables finies  u 8c  x manquent  dans  cette  équation  ; 8c 
par  ce  que/</x  eR  conRante,  on  fuppofera  d u=:zydx ^ 

d'oîx[’oatiTeddu=y d xdzy  8c  parfubRitution7/*<//</x* 

zd  zd  X*  =zoy  rdj>= — zdzy  8c  y en  intégrant, 

î.r/y/=— conRante.  Or  Z = ^, 

=^—  ) » 

2^*  dx* . S, rd / = 2 dx^—dx*  —d y*  y dy^  = 

— l — 2y*.S.rdy)dx^y8cdx= 

2 Qj'  — i — if'.S.Tdf 

équation  intégrable  par  les  réglés  de  la  première  Partie 
du  Calcul  Intégral. 
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CCCCLVIII. 


2yy 


Exemple  III.  Oq  propofe  d’intégrer  l’equation 

ry  xdy  d d Hdx — y dxdud du  ^ dans 

laquelle  f eft  une  fon£lion  quelconque  de  & de 
confhntes,  8c  dx  oa  du  peut  être  prife  pour  conftante. 
Si  on  prend  dx  pour  conftante,  on  aura  ddx—o^ 

le  terme  ydu^ddx  difparoitra,,  8c  l’equation  deviendra 

ry^dydx^  = dydu* — yduddu^  dans  laquelle  #,  & « 
manquent.  On  fuppofera  donc  du  = zdx;  ce  qui  dotinc 

ddu  = dzdx  y 8c  y par  fubftitution  > Ty^dydx^  — 

y d y dx^  — / zdz  dx* , ouTy^ dy  = z'dy  — y zdz.  Di- 

vifant  par  on  aura  ï'dy=.z^y~^ dy — y ^zdzy 

8c y en  intégrant  de  côté  &.  d’autre , S.Tdy—  — -7**/”* 

-4-^  conftante,  &,  en  mettant  pour  z fa  valeur,-^,,  oa 

aura  7^ - 

Si  on  prend  du  pour  conftante,  on  aura  ddu=:oy 
le  terme  ydxduddu  difparoitra,  & l’equation  propofce 

deviendra  ]Ty^ dy  d x* ^^=.d xdydu^ —^rydu^ ddx  , Suppo- 
fant  dx—zduy  on  aura  ddx  = dzdu y 8c  par  fubftitu- 

tion  fy^  dy.z^  du^  :=zzdy  d -+ydzdu^  , ou  ïtiza^dy 
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, Donc,  en  intégrant,  on  a — 

vî 


yi 


— î i-Q  confiante  8c  en  remettant  pour  z fa  valeur 

ï/s‘  ^ 


l’intégrale  cherchée  eft  S,rd^~^- 


» J * 


ï>  a» 


comme  auparavant, 


CCCCLIX. 


PROBLEME  III.  Intégrer  l’equation  différentielle 
du  troifieme  ordre  Ad dy d dy -^C d otd dj/ 
Ddy^ —¥Edxdy^—¥F dx'dy^C  dn^  ^^0  ^ dans  la- 
quelle dx  eft  confiante,  & les  deux  variables  finies  « 
8c  y ne  fe  trouvent  pas,  c’eft  a dire,  que  les  coeffi- 
cients A^  J3,  C,  D,  £,  &c.  font  tous  conftans,  ou 
zéro . 

Solution.  En  fuppolànt  fuivant  la  réglé  dy~ 
zdx^  on  aura  d dy  — dzd x ^ d^y=zddzdx;  8c  par 
fubftitution  & divifant  par  </x,  la  propofée  deviendra 
Addz—^Bzdzdx—*-Cdxdz-^Dddz—t-Ez^dx^-i- 

Fzdx'-^Gdx'=zo^  équation  du  fécond  ordre  a deux 
variables  z 8c  x , dans  laquelle  la  variable  finie  x ne 
fe  trouve  point.  On  trouvera  donc  par  le  Problème 
IL  l’intégrale  de  cette  équation , par  laquelle  on  deter- 
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minera  la  v.aleur  de  z en  x,  & en  confiantes,  ou  cel- 
le de  x en  *.  On  fubflituera  une  de  ces  valeurs  d.ins 
la  différentielle  «</x,  & on  intégrera  l’cquation  dy  — 
xdx,  dans  laquelle  les  variables  font  feparées.  Enfin 
procédant  comme  dans  le  Problème  I.  on  trouvera  la 
valeur  de  / en  x 8c  confiantes , ou  celle  de  x en  ^ . 
C.  F.  T, 

CCCCLX. 

Corollaire.  On  intégrera  de  la  même  manié- 
ré , 8c  par  les  mêmes  fubflitutions , lorfque  les  puiffan- 
ces  quelconques  de  </  x , <// , ou  leurs  fouflions 

fe  trouveront  dans  quelque  terme  que  ce  foit  de  l’e- 
quation  propofée. 

Exemple  . On  propofe  d’intégrer  l’equation 
d/  d dy  d^y  — +•  tdxdyddy^  — x*  dy^  — 3 x*  = 0 , 
dans  laquelle  </x  efl  confiante,  8c  où  les  deux  variables 
finies  X & / ne  fe  trouvent  point . On  fuppofera  donc 
dy  — zdx^  d’où  l’on  tirera  ddy:=:zdzdx^  d^y  = 
ddzdxy  8c  par  fubflitution  zdzddzdx^'-i-zzdz'X 
dx* — <z* d x^ ^d x^  = Oy  8c  en  divifant  par  dx^  y 
zdzddz^zzdz^  d X — z*  d x^  — 3 d x*  =0  ,equationa 
deux  variables  X & z,  dans  laquelle  dx  confiante, 
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où  la  variable  x ne  fe  trouve  pas,  & qu’on  intégrera 

(Art.  CCCCLV. ) en  faifant  dz=:u(ix  . 'Car  cette 
fuppofition  dormcia.  ddz=JuJx^  zdzJdz=zzudud x* , 
CT’c.,  & en  fubftituant  &.  divifant  par  dx*,  la  demiere 
équation  deviendra  zudu-^-zzu^dx — z*dx — ^dx 
= 0,  ou  bien,  en  remettant  au  lieu  de  dx^  zu'du 

—t-2M  zdz  — Z dz — ^dz  = 0y  équation  du  premier 
ordre  a deux  variables  * 8c  k,  dont  on  cherchera  l’in- 
tégrale par  les  réglés  que  nous  avons  données  pour  cet- 
te forte  d’équations..  Cette  intégrale  donnera  la  valeur 
de  « en  Z 8c  confiantes,  qu’on  fubflituera  dans  l’equa- 

tion  dz-=iudxy  o\x  ~~dx y 8c  en  intégrant  par  les 
réglés  de  la  première  Partie  du  Calcul  Intégral,,  on 
trouvera  la  valeur  de  z en  x.  On  fubflituera  cette  va- 
leur de  Z dans  l’equation  d/  = zdx,  8c  en  intégrant 
on  trouvera  la  valeur  de  ^ en  x 8c  confiantes.. 

CCCCLXI. 

PROBLEME  IV.  Intégrer  l’equation  du;  troifiemc- 
ordre  B dxddj>-^-Cd x^  ~0y  dans  laquelle  dx 

efl  confiante,  8c  les  coefficients  Ay  B y C font  des  fon- 
élions  quelconques,  de  la  feule  variable  x.  8c  de  con- 
fiantes, ou  zéro. 
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Solution.  Suppofant  & fubftituaac 

ddzdx  au  lieu  de  d^ 8c  dzdx  au  lieu  de  ddy^  la 

propofce  devient  Addz—\-Bdzdx—^-Cdx^z=o^  équa- 
tion du  fécond  ordre  a deux  variables  2 & x , dans 
laquelle  d x ed  confiante , & où  la  variable  finie  z ne 
fe  trouve  point.  On  cherchera  donc  par  le  Problème 
II.  la  valeur  de  z en  x,  ou  celle  de  x en  z,  & fubfti- 
tuant  une  de  ces  valeurs  dans  la  différentielle  zdx^  on 
trouvera,  en  intégrant  l’equation  dy=.zdx^  la  valeur 
de  / en  X,  comme  dans  les  Problèmes  precedents. 

CCCCLXII. 

Corollaire.  L’intégration  fe  fera  de  la  même 
maniéré,  8c  par  les  mêmes  fubflitutions,  lorfque  les 
puiflances  quelconques  de  </x  & de  où  leurs  fon- 

dions fe  trouvent  dans  quelque  terme  que  ce  foit  de 
l’cquation  propofée,  pourvù  que  dy  8c  fes  puiffances 
ri*y  foient  pas. 

CCCCLXIII. 

PROBLEME  V.  Intégrer  l’equation  différentielle 

du  quatrième  ordre  a deux  variables  Ad  y-^B  d xd  y 

-^Cdx*ddy~+Ddx^=Oy  dans  laquelle  </x  efl  confian- 
te, 8c  les  coefficients  AyB^C^D  font  auffi  confians. 
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ou  zéro;  ceft  a dire,  que  les  deux  variables  finies  x, 
& / , & la  première  différence  d/y  avec  fes  puiflances, 
ne  s’y  trouvent  point. 

Solution.  Suppofant  df  — zdxy  8c  fubftituant 

d zdx  pour  d y yd  zdx  pour  à fy  & dzdx  pour 

ddyy  la  propofée  devient  Ad^z—^Bd dz  d x-k-Cd zd x^ 

-4- D (/**=(),  équation  du  troifieme  ordre  a deux 
variables  * & *,  dans  laquelle  dx  & les  coefficients 
A y B y Cy  D foo  t conflaos.  On  intégrera  donc  cette 
équation  par  le  Problème  III.,  & on  aura  la  valeur  de 
Z en  X,  ou  celle  de  x en  z;  fubftituant  enfuite  une  de 
ces  valeurs  dans  la  différentielle  zdxy  on  trouvera, 
comnae  dans  les  Problèmes  precedents,  la  valeur  de  / 

en  X,  en  intégrant  l’equation  dy—zdxy  on  -^  — d x. 

c.  ^ F.  r. 

CCCCLXIV. 

On  peut  appliquer  cette  méthode  aux  équations 
différentielles  a deux  variables  du  cinquième  ordre,  dans 
le  cas  où  les  deux  variables  finies  x & / , & les  diffé- 
rences dyy  8c  ddy  avec  leurs  fonflions  manquent,  dx 
étant  confiante.  On  peut  pafler  de  Ik  aux  équations 
différentielles  des  autres  ordres  fupérieun,  8c  trouver  les 
équations  neceffaires  pour  les  rendre  iqtégrables. 

Parmi 
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Parmi  les  équations  qui  ne  font  pas  fufceptibles  de 
la  méthode  precedente,  par  ce  que  les  deux  variables 
finies  s’y  trouvent,  il  y en  a quelques  unes  qu’on  y 
peut  remaner  en  prenant  pour  confiante  une  différentiel- 
le , telle  que  tous  les  termes  affeflés  de  l’une  des  deux 
variables  finies  difparoiffent , & qu’il  ne  réfie  que  ceux 
qui  contiennent  l’autre.  L’equation  — -dxdy^z^, 

ydxddx-i-ixdydd/j  dans  laquelle  on  peut  prendre 
dxy  ou  d/  pour  confiante,  eft  dans  ce  cas.  Car  fi  on 
fuppofe //«confiante,  on  aura////«  = o,  le  Krmeydxddx 

dilparoitra  , & l’equation  deviendra  dx^  — dxdy^=^ 
zxdyddy^  dans  laquelle  la  variable  finie  / ne  fe  trou- 
ve pas.  Si  on  fuppofe  dy  confiante  , le  terme  zxdyddy 

difp.troitra , & on  aura  dx^  — d xdy^  =yd xd d x ^ ou 

dx^ — dy^—yddxy  équation  dans  laquelle  la  j/^ariable 
finie  X manque . 

Plufieurs  autres  cas  fe  ramenerant  facilement  a 
la  méthode  precedente  par  de  fimples  fubfiitutions . 

Par  exemple,  fi  dans  l’equation  x’"ddx=yddy-*~ 

dy^~^y^dÿ^y  on  fuppofe  ydy=zdz,  ou  ■^yy=:Zj 

on  3MT3.  yddy-^dy'~ddxy  y^ dy^  — dz' & en  fub- 

fiituant  x” dd x-=^ddz-^dz^ , équation  dans  laquelle 
la  variable  finie  z ne  fe  trouve  pas. 

Q-fi 
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Mais  nous  allons  expliquer  une  méthode  fondée 
fur  les  principes  du  Calcul  Exponentiel,  par  laquelle  on 
pourra  transformer  un  grand  nombre  d’équations  diffé- 
rentielles, qui  renferment  leurs  deux  variables  finies, 
en  d’autres  dans  lefquelles  l'une  des  deux  ne  fe  trouve 
pas . 

CCCCLXV. 

Lemme»  Suppofé  que  e foit  le  nombre  dont  le 
logarithme  eft  l’unité,  & que  x=e*“,  b étant  con- 
fiante, & w variable,  on  aura  dx~be*"  du^  ddxz=, 
he”*  (ddu-irbdu*)  , d^K^be^'*  3 bduddu-^r 

bbdu^)y  (yc. 

Démonstration.  Puifqu’on  fuppofe  & 

L.e=zi^  on  iüra,  L.x=zL.e^“  = bu.L.e=:b u;  8c ^ en 
différentiant,  d.L.x'=z^=.bdtt\dit—  hxdu'=:ibe"‘du\ 
en  prenant  les  fécondés  différences,  ddx=bxddu-^ 
bd xd U =^b  e”" ddu-i-bbe^" du* ~b  e^"(dd x-^bdx*)i 
en  prenant  les  troifiemes  différences , d^xz=zbe^"(d^u-i- 
2bduddu)—¥bbe'“du  {ddu—*-bdu*')=zbe^"(d^u-^‘ 
■^bduddu~¥bbdt^)^  8c  ainfi  de  fuite.  C.  F.  D. 
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CCCCLXVI. 

Corollaire  I.  Si  on  fuppofe  dx  confiante,  on 
aura  ddx  = o — l>e^‘‘(ddu-t-ibdu*)  ; par  confequent 
dd  u = — H>du*  . 

CCCCLXVII. 

Corollaire  II.'  Si  on  fuppofe  k étant 

confiante,  & t variable,  on  aura  djf  = e^“(krdu—¥‘ 
dt)  ^ & dd/  — e^"{ktddu—^kktdu'-\-zkdtdu-^ 
ddt).  Car,  puifque/  = e*“r,  on  aura , en  diffcrentiant, 

dy=.t.d.e^‘‘—he^‘‘dt=.kfe^‘‘du—¥e^'‘df=.e^"{^ktdit 
-\-dt);  & en  prenant  les  fécondés  différences,  on  trou- 
ve ddy—e^“,  d(kfdu-¥de)-+(ktdu-irdt)d.e^'*  = 
e‘“‘{ktddu—^-kdrdu—^-ddt)-^ke^"du{kfdu-i-dt)  — 
c^“  yktddu—^kktdu^—^ikdtdu—hddt'), 
CCCCLXVIII. 

Corollaire  III.  Si  dans  une  équation  différen- 
tielle a deux  variables  * 5c  /,  on  fuppofe  * = e*“,  5c 
^ = 5c  qu’on  fubflitue  les  valeurs  qu’on  tire  de 


t 
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ce»  deux  fuppofitions  au  lieu  des  variables  & / » & 
de  leurs  différences  J/  ^ ddx  ^ dd/  ^ Ô’c. , l’equa- 
tion  fera  transformée  dans  une  autre  a deux  variables 
K,  & r,  telle  que  la  variable  finie  u ne  fe  trouvera 
que  dans  les  expofans  de  e,  ou  dans  les  quantités  ex- 
ponentielles & fl  l’equation  propofée  ne  con- 

tient pas  les  premières  différences  dx^  d/^  ou  leurs 
puiflances , Si  les  fécondés  différences  ddx  ^ » & 

qu’on  faffe  difparoicre  toutes  les  quantités  exponentielles 
dans  l’equation  transformée , elle  deviendra  une  équa- 
tion a deux  variables  »,  & r,  dans  laquelle  la  varia- 
ble finie  » manquera , & qui  ne  contiendra  que  les 
premières  différences  </«,  dr^  Si  leurs  puiflances,  Sc  les 
fécondés  différences  ddu,  ddt;  cette  équation  pourra 
s’intégrer  alors  ( par  le  Problème  Art.  ccccLiii.  ) 
Nous  allons  faire  voir  dans  les  Problèmes  fuivans,  que 
cette  méthode  reuflit:  i.°  Lorfque  l’eq nation  propofée 
n’a  que  deux  termes,  & quelle  eft  comprife  dans  cette 
formule  ax”dx^  ^dd/^  dans  laquelle  dx  eü 

fuppofée  confiante:  2.°  Lorfque  la  fomme  des  expo- 
fans des  variables  x & / , & de  leurs  différences  pre- 
mières Sc  fécondés  </ x , d/  j ddxy  efl  la  môme 
dans  chaque  terme  de  l’equation  propofée;  car  alors  en 
fuppofant  * = e“,  Scf  — e^fy  on  pourra  faire  difparoi- 
tre  par  la  divifion  toutes  les  quantités  exponentielles 
de  l’equation  transformée:  3.°  Lorfque  la  fomme  des 
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expofans  de  l’une  des  deux  variables,  par  exemple  de 
*,  & de  fes  différentielles,  eft  la  même  dans  chaque 
terme  de  l’equation  propofée;  car  alors  en  fuppofant 
cette  variable  * = on  pourra  encore  faire  dilparoi- 
tre  par  la  divifion  les  quautités  exponentielles  de  la 
transformée . 

CCCCLXIX. 

PROBLEME  VI.  lutégrer  les  équations  différen- 
tielles, telles  que  laquel- 

le cft  confiante. 

Solution.  Soit  k = c*",  8c  h 8c  k 

font  des  confiantes  arbitraires,  qu’on  déterminera  dans 

la  fuite  de  l’operation.  La  fuppofition  de  x=/"  don- 
ne d e’‘‘d  — ^ e^^"dt/  ; l’autre 

fuppofition  de  y—e^^t  donne  y*  — t”  \ dy—e^")^ 
(ktdu-^dr);  dy^~'  = (kfdu-¥dt/~*  ; 

d dy  — e^'‘{kfddu-¥kktdu^  -¥ïkdtdu-¥ddt)\8c^t 

ce  que  dx  efl  confiante,  on  aura 'ccccLXVi.)  ddu~  — 
hdu*  ^ & en  fubflituant  T^mddu  cette  valeur  dans  celle 
de  ddy^  on  trouve  “ ( — kbtdu^^kktdu^-y- 

2kdtdu-^ddt)  = e*‘‘  {ddt-*-ikdtdu-*-(kk — kb~)X 
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En  écrivant  tontes  ces  valeurs  dans  l’equation 

propofée  , elle  devient  ae"'’" Ij’ = t”  .X 

/k"  ^^“(^ktdu-i-dt)^  . e^“ -Ç^dd  ikd  td  u-+(kk 

— kff')rdu*y  ; c’eft  a dire  , ah^ dJ’  =. 

d’*'^^f^'‘-'*'‘t’'{kfdu-¥drf~\ddr-i-2kdtdu-^ 

(kk — kh)tdu').  Pour  faire  difparoitre  les  exponentielles 
de  cette  équation,  on  n’a  qu’a  les  fuppofer  égalés , & enfuite 
divifer,  & on  iUTi  m&u-4‘pi>u=znku—*‘pku  — ou 

= * . On  peut  donc  prendre  le  nombre  qu’on 

voudra  pour  l’une  des  conllantes  indéterminées  ou 
ky  Sc  déterminer  enfuite  l’autre  confiante  par  l’equation 
que  nous  venons  de  trouver.  Ainfi  fi  l’on  prend  k=z 
n-^p — I,  fomme  des  expofànts  de  /,  & de  fes  diffé- 
rences dans  le  terme  y” dy^~^  ddy  y on  aura  k — m 
-*-py  fomme  des  expofants  de  m,  & de  dans  l’autre 

terme  ax’^did’;  fi  l’on  prend  ^ = i,  on  aura  k — 
■ > ^c.  en  divifant  toute  l’equation  transformée 

par  la  quantité  exponentielle,  qu’on  fuppofe  prefente- 
ment  être  la  même  dans  les  deux  termes , cette  équa- 
tion devient du^  =:t” (kfd u-^d t)^  ^-^d d r— 4-2 kd t du 
-^{kk — kh)rdu^'^y  laquelle  ne  contient  plus  qu’une 
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des  variables  finies  r,  avec  les  premières  différences  du, 
dt.  Si.  h.  fécondé  différence  ddf  nous  defignerons  cette 
équation  par 

On  pourra  l’intégrer  en  fuppofànt  du=.zdr,  car 
on  aura  par  cette  fuppofition  &, 

par  la  fuppofition  àt  dx  confiante,  Si  de  du  — xdr, 
on  a d d u=  — i>d u^=:—‘bzzdt^  ",  donc  — bzzdt'  — 
dzdt-*-zddf;  d’où  l’on  tire  ddf— — bzdt*  — il£L  , 
Subflituant  dans  l’equation  (^A)  h.  valeur  de  du.  Si 
celle  de  ddf,  on  aaraab^z^df^—f’’(bzfdf--i-dfy~*X 
^-^:,Jf^  — ildl^2kzdf^-*-(H-"bb)z^fdf^}  , 
ou  bien,  en  divifant  par  d/~\  Sc  multipliant  par  z, 
on  aura  {B)  ah^  z^~^^  df—f”  (^kzf-¥X'f~^  i^zk — h, 
zzdf-¥kk — kh,  z^ df — dz)  , équation  du  premier 

ordre  a deux  variables  z Si  f , dont  on  cherchera  l’in- 
tégrale par  les  réglés  données  pour  cette  forte  d’équa- 
tions, après  y avoir  fubflitué  les  valeurs  de  h Sc  de 
qu’on  aura  déterminées  ; & on  aura  par  cette  intégrale 
la  valeur  de  z en  r,  ou  celle  de  r en  z;  d’où  l’on 
tirera,  par  les  réglés  de  la  première  Partie  du  Calcul 
Intégral  y S.zdf,  après  avoir  fubflitué  dans  la  différen- 
tielle zdf  la  valeur  de  z en  r,  ou  celle  de  r en  z. 
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Corollaire  I.  Suppofant  qu’on  ait  pris  *5  = 
n-¥p — 1,  & par  confequent  k — >n—^rpy  les  fuppofi- 
tions  de  * = /",  de  y=ze*“r^  de  du^zHr^  8c  par 

confequent  de  u^S.zdt^  donneront  * = e” 

8c  r,  ou  L.x  — (n-¥p — i)S.zdf.X, 

= («—»•/)— I )S.zdty8c  L.y~{^m-¥p)S.zdt.y^ 
L.e-^L.t—(^m~t-p)S.zdt—*-L.f. 


CCCCLXXL 

<» 

Corollaire  II.  Dans  les  mêmes  ruppolltlons 

L.  jf 

on  aura  S.zdt—  — — ; — - , 8c  en  differentiant , z </r  = 

f$  •'  if"  P I * * 

(n-i-p—  1 )'«  y L.yz=.[m-¥p)S.zdt 

-<-X.r=  = 

X.r**’''—‘  ; par  confequent  ; r = 


& df=SM'-*f-^  — ( 


• H-/)  — 


(m^  n-t-tp  — 1\ 

/M  a^;  aoh  ion  tire  X — 

tilt 

“ITTIZElT”  • 

yg 


a — «I— I 


(» -ff  — 1 ) irf/— (m -f  ^ 


Donc  , 
li  on 


I 
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fi  on  a la  valeur  de  x en  r , ou  celle  de  r en  z,  on 

pourra  trouver  le  rapport  de  m a / . Car  puifque 

, fl  on  a la  valeur  de  z en  r,  on  aura 

celle  de  Z en/ *,  qu’on  pourra  fubftituer  dans 
l’equatlon  z= ;_,_—*** " 

(»-+/) — i)x  ^ dy  — {m-i-p)yx  ' dx 

qui  deviendra  par  Ih  une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  a deux  variables  x & / , qu’on  intégrera 
par  les  règles  connues. 

ccccLxxir. 

Exemple  I.  On  propofe  de  réduire  au  premier 
ordre  l’equation  x dxâ  y ^=.y  à d y ^ dans  laquelle  afx  eft 
confiante.  Comparant  cette  équation  réduite  a la  for- 
me xd x—y d y ^ ddy  , avec  la  formule  generale 
ax*  d X =.y”  d y'’  ‘ ddy^  on  trouvera  x=i,  m=i 

= w=/>,  = donc,  fi  l’on  prend 

^=1,  on  aura  ^ = -^,  & mettant  ces  valeurs  dans 

l’equation  du  premier  ordre  (5),  ou  aib^  dt=z 

{2  k — b ,xzdt-+kk  — kb.x}  dt  — 
R r 
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dz)  ^ on  aura  ^ r ( « / — H i )” * zzdt^ 

■^z^df  — dz^;  &,  en  reduifant,  z^ t d t-^z^ d r=: 

Z*  rdt-^z^  tdt  — ztdz. 

M-iis,  fl  on  prend,  comme  nous  avons  fait  dans 
le  CoroU.  I.,  b — n-¥p — 1=1,  & par  confequent 
k=m-^p=2)  on  aura  par  l’equation  (5),  z^dr^ 
t(2zf’-¥i)~'^{^zzdt—t-2z^df—dz')]  &,  en  redui- 
fant, 2z^  dr-^z*  dtz=i'^zztdt-¥2z^  tdt  — tdz, 
CCCCLXXIII. 

Exemple  II.  Soit  propofé  de  réduire  au  premier 

degrc  l’equation  = ou  ax~^dx=^~'X 

d/~~^dd/y  dans  laquelle  dx  eÇi  confiante.  Compa- 
rant cette  équation  avec  la  formule  generale,  on  trou- 
ve m = — i,p=i,  «= — I ; on  auroit  donc  dans 

ce  cas  4=  = i-  nombre  iufini:  d’ob  l’on 

conclût  que  la  méthode  ne  peut  fervir  dans  cet  exem- 
ple. Mais  alors  la  reduflion  au  premier  ordre  efi  fa- 
cile, car  on  a aj>d/dx=::xdd/;  or  dx  étant  con- 
fiante , l’intégrale  du  terme  ay  dy  dx  efi  4 a y'  dx , & 
l’intégrale  de  l’autre  terme  xddy  efi  xdy — ydx]  puif- 
que  la  diflérentielle  de  xdy — ydxj  en  fuppolânt  dx 
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conlbnte  , eft  ttddy-^dxdy  — dxd/  — xddjf:  on 
aura  donc  afj/dx=xdjf — ^dx-^Cdx^  C étant 

une  confiante . 

Il  feroit  inutile  de  rapporter  un  plus  grand  nom- 
bre d’exemples , qui  peuvent  tous  fe  refoudre  aifément 
par  le  Problème  precedent.  Ainfi  on  voit  que  l’equa- 
tion  y*ddf  = xdxdyy  qui  a embarafle  autrefois  les 
plus  grands  Calculateurs,  fe  réduit  facilement  par  la 
méthode  du  Problème.  'Nous  allons  maintenant  pafler 
au  fécond  Cas,  c’eft  a dire,  lorfque  la  fomme  des  ex- 
pofins  des  variables  & de  leurs  différences  premières, 
& fécondés  eft  la  meme  dans  chaque  terme  de  l’equa- 
tion. 


CCCCLXXIV. 

PROBLEME  VII.  Intégrer  les  équations  différen- 
tielles qui  fe  rapportent  a la  formule  generale  ax”‘  X 
-^bxy-"-^  dx‘’d/-l-i-  &c. 
z=zddy^  dans  laquelle  dx  eft  confiante,  & la  fomme 
des  dimenfions  des  variables  finies  x & /,  & de  leurs 
différences  d x^  <//,  ddy  eft  la  même  dans  chaque 
terme. 

Solution.  Il  eft  facile  de  voir  par  le  Lemme 
precedent,  & fes  Corollaires,  que,  fi  on  fuppofe  dans 
ces  fortes  d’équations  x=:e"f  & y = e‘r,  les  quantités 
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exponentielles  feront , apres  les  fubftitutions , les  mêmes 
dans  tous  les  termes  de  l’equation  transformée,  & qu’- 
on pourra  par  confequent  les  faire  difparoitre  par  la 
divifion.  Car,  puifque  x = e“,  on  aura  = x” 
= dx  = e'duy  d/ dJ" ^ 8c  de  même,  puif- 
que y — Zt^  on  aura  " — ‘ — ^ 

"r-”-*;  d y = e\t d u-^d t)  ; 
dy‘^~f  = e'‘‘-f\tdu-¥dty-f(^c.;  ddy  = c“X 
(^d d t-y-  2 d U d t —^r d d d u)  ^ &,  a caufe  de  dx 
confiante,  qui  donne  ddu=z.  — du^,  on  aura  ddy=z 

e"  {d d t -*•  2 d U d t)  . 

Subflituant  ces  valeurs  dans  la  formule  propofée , elle 
devient  2 .VO =<r e"'" . ‘ .X 

/‘‘duPy-/‘-{tdu~+dfy-t‘-i.l>&c.=ae‘‘-”—^X 

du^ {r du  — dty  ^ b e* t " ^ du^ (^t du  —4- dt) * ^ -4* 

, & divifant  toute  l’equation  par  la  quantité  expo- 
nentielle e“,  qui  fe  trouve  dans  tous  les  termes,  on 
aura  ddt—¥‘2  d ud t=^at  ' du^  ( r </«—♦•</  / )*  h 
bt~~'’~^  du^(tdu-i-dfy~~^-i-&c.^  équation  a deux 
variables  « & /,  dans  laquelle  la  variable  finie  u ne 
fe  trouve  pas,  & qui  ne  contient  que  les  premières 
différences  du^  dt  avec  leurs  puiffances  ou  produits,  & 
la  fécondé  différence  ddt  slü  premier  degré. 
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On  fuppofera  donc  du—zdty  ce  qui  donne  ddu=. 
%ddt-^dxdr;  mais  les  fuppofitions  de  dx  confiante,  & de 

du=zdt  donnent  ddu=. — du^~—z'dt';  donc  — - 

Z* dr*=-xddf—^-dzdr^B^ddr=z: — — zdt^.  Donc, 

en  fubflituant,on  aura  l’equation  fuivante — — zdt^ 

-4-  2 zdt^ ~^dt*  — — * z^  d (ztdt -t- 

d ty  ^ -¥bt~"  ' z“^ d y {ztdt -¥ dry  4-Ô'c.,  ou 

bien  ^dt — ^—ar  ” 2r— t- 1 )* 

b r~~'‘~^z^  dr(zt-*- 1)^~^ équation  différen- 
tielle a deux  variables  z 8c  r,  &:  qui  ne  contient  que 
les  premières  différences  dz,  dr,  ou  leurs  fonélions, 
dont  on  cherchera  l’intégrale  par  les  réglés  données 
pour  cette  forte  d’équations. 

Mais  puifque  du  = zdr,  8c  par  confequent  « = 
S.zdty  on  pourra  réduire  tout  de  fuite  la  propofée,  en 
faifant  * = 8c t\  car  ces  deux  fuppofi- 

tions donnent  ( par  le  Lemme  Art.  cccclxv.  8c  fes  Corol- 
laires) dx:=e^’^‘^‘zdt'd^:=y‘'''^'{ztd  t—\rdt)^8cdd  x 
^zddr-hdzdr—i-zzd  ^ d’où  l’on  tire,  a 
caufe  de  ddx=^o^  ddr=:z — zdt^  — ~é~ 
l’a  trouvé  cy-deffus. 


comme  on 
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CCCCLXXV. 

Exemple  I.  Soit  propofée  requation  xdxdy  — 
ydx^^yyddy.  Pour  la  comparer  avec  la  formule  ge- 
nerale, on  l’écrit  ainfi  xy  *dxdy — y~'  dx^=:ddyy 
& on  trouve  /»  = i , m—  i , p=zi  ^ n-=.o^  b=z — i , 
q=zz.  Subftituant  ces  valeurs  dans  l’equation  {A)^  elle 

devient  zdr  — *- 1)  — t~'z,'dt(x,t 

= d’oii  l’on  tire 

t*dr—t^  dz~z.^dr;  t'  dt—z^ dt~t^ dz;  dt — 
&>  en  intégrant,  »-C  con- 

fiante ; c’eft  a dire,  r*z— h*= — r— t-Crz,  & z = 

■ \ . Mais  duz=zzdty  & *=z^;  donc^= 

, & d u= — . D’un  autre  côté  on 

a x=ze"y  par  confequent  L,x=.u^  &,  en  différentiaut 
^ = du.  Donc  — = On  a aufny=f"r  = 

xt;  r=^;  </r=  — . Subftituant  ces  valeurs 

de  t,  & de  dt  dans  l’equation  — = , on 

* Ct — t»—  I 

trouvera  par  reduftion  Cydx=ydy—^-xdx. 
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CCCCLXXVI. 

Exemple  II.  Soit  propofce  l’equation 

d —y  xdxdy^  “"/*  dy  d x*  -^y  x*  d xddy  — xy^  X 
dxddy~o,  dans  laquelle  dx  e(l  confiante,  & qui  eft 
dans  le  cas  du  Problème  precedent,  puifque  la  fomme 
des  expofans  des  variables  finies  *,  /,  & de  leurs  dit 
férences  dx^dy^  & ddy  eft  la  m^me,  fçavoir  5,  dans 
chaque  terme.  On  fuppofera  donc,  comme  dans  la  fo- 

lution  du  Problème  x = e“,  & y=e“  d’où  l’on  tire 

d x—e"  d u^dy=e"  (fdu -t-d  r)y  &,  a caufe  que  ddx 

—0^  ddy^e"  (dd  t-i-zdudt)  . Subftituant  ces  valeurs 
dans  l’equation  propofée,  elle  deviendra  apres  les  redu- 

flions  ordinaires  la  transformée  (^B)dt^ -^ztdudt^  — 

d t d d r d -^r  d ud  d t —t*  d u d d t=.o  y dans 

laquelle  la  variable  finie  » ne  fe  trouve  pas. 

On  fera  donc  du=zdry  d’où  l’on  tirera,  comme 
dans  la  folution  du  Problème,  ddu  = — du^=  — 

d t' — d Z d t-^-z  d d f . & ddt  — — zdr^  • . 

' Z 

Apres  avoir  fubftitué  ces  valeurs  dans  l’equation  (B), 
on  aura  la  réduite  dt-¥itzdt  — rdz-¥t^dz~Oy 
ou  bien  (r*  — f)dz-+2tzdf-^dt  — 0y  équation  qui 
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ell  dans  le  Cas  de  l’Art.  CCCLXXXII.,  Sc  dont  l’inté- 
grale trouvée  par  la  méthode  de  cet  Article  eft 
(r— I )**—*■/— L.r  = C confiante. 

Mais  par  la  fuppofition  de  du  — zdt,  on  a z = 
donc,  en  fubflituant  cette  valeur  de  * dans  l’inté- 
grale, qu’on  vient  de  trouver,  on  aura  (r — 
tdt  — dt.L.t=zCdr^  ou  d u=z  , 8c. 

en  intégrant,  du  = -~ y£]-f  confiante.  D’un 

autre  côté  on  a * = , & ^ = f*  r ; ce  qui  donne 
w:rz.L.x ; y = y 8c  tzzz^.  Donc  ces  valeurs  de  «, 
& de  f étant  fubflituées  dans  l’intégrale  qu’on  vient  de 

trouver  , on  aura  L.x=z— — ; — - — - — t-j0  = 

; d’où  l’on  tire,  en  fup- 
pofant  C-4-j^=w,  & I * — x.£.x  = 
n/  — mx’—yL.y-¥yL.x  , & ny—mx=zyL.y  — 

xJLx . 

Ces  deux  exemples  fuffifent  pour  faire  comprendre 
la  refolution  de  tous  les  autres  femblables.  Au  refie 
il  efl  clair  que  l’equation  dift'érentielle  y^ ddy~xdxdy ^ 

dont 
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dont  nous  avons  fait  mention,  & qui  eft  refoluble  par 
le  premier  cas,  l’cft  aulTi  par  celui-cy.  Nous  paflerons 
maintenant  au  troifieme  cas,  fçavoir,  lorfque  la  fomme 
des  expofans  de  l’une  des  deux  variables  & de  fes  dif- 
férences eft  la  même  dans  chaque  terme  de  la  propofée. 

CCCCLXXVII. 

PROBLEME  VIII.  Intégrer  les  équations  différen- 
tielles qui  fe  rapportent  a la  formule  generale  dx”ddy 
— Px  dy  ^ dx  dy  -H-Kx 

dx^  dy’”~*‘'~'^ dont  la  fomme  des  expofans  de 
»,  & de  dx  eft  la  même,  fçavoir  w,  dans  tous  les 

termes  eft  conftante,  & P,  P,  font  des 

fonélions  quelconques  de  y. 

Solution.  Suppofaut  * = r"  , on  aura  = 

c ; X dx  ~e  du  \ dx  X 

du  ^ Ô’r.,  & ddu—  — </«*.  Après  avoir  fubftitué  ces 

valeurs  dans  la  formule,  & l’avoir  divifée  parr"", 
qui  fc  trouve  dans  tous  les  termes,  on  trouve  la  trans- 
formée du”’  ddy^=  P dy”’  * iH-  u”  d y”'  * ”—4- 

Rdt/dy”’~*'^  dans  laquelle  la  variable  finie 

» ne  fe  trouve  pas. 

S s 
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Oa  fera  donc  àu  — xdy^  d’où  l’on  tire  ddu=z 

— du*=z — X* dy'z=xddy-¥d%dy  ; par  confequent 

dd/=^—zdy* — . En  fubftituant  ces  valeurs 

dans  la  transformée,  elle  devient  — x’” ' d y”* ^ — 

x"’-'dy”^'dz=Pdy”^^-i-^z”dy”-^^-^Rx''  X 

dy”  * Ù“c.  y & en  divifânt  par  dy”~*"^y  on  a — 

^m-+i  dy  — x"~^dz=Pdy-*‘^z"dy—y-Rz^dy  Oc.  , 
équation  du  premier  ordre  a deux  variables  z 8c  y , 
dont  on  cherchera  l’intégrale  par  les  réglés  connues; 
ce  qui  donnera  la  valeur  de  * en  qu’on  fubftituera 
dans  l’equation  du=zdy.  On  trouvera  enfuite,  parla 
première  Partie  du  Calcul  l’intégrale  u^S.zdy  y 8c  y 
par  ce  que  L.n  = Uy  on  aura  L.x'=.S.zdy y équation, 
qui  ne  contiendra  que  les  deux  variables  x & /,  & des 
confiantes . 

Il  efl  évident  qu’on  auroit  réduit  tout  de  fuite  la 
propofée,  en  fuppofant  car  cette  fuppofition 

donne  ( par  le  Lemme  Art.  CCCCLXV.  & fes  Corollaires  ) 

d»—fi^'^‘^^zdy,ddM  = e^'^‘^^(^dzdy-¥zddy~+z^dy^) 
=0y  par  confequent  ddy= — zdy*  — comme  on 
l’a  trouvé  plus  haut. 
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Exemple.  On propofe d’intégrer  l’cquation  ladx^ dy 

-^axdxddjf~ixdxdj>*—^ix*/ddd/^  dans  laquelle 
</»  efl  confiante,  la  fomme  des  expofans  de  x de  dx 
efl  2 dans  tous  les  termes , & les  coefficiens  2 a 8c  z 
des  deux  termes  où  fe  trouvent  <//,  font  des  fonflions 


de  & de  confiantes.  Suppofant  on  aura 

dx  — e^'^'^^xd}'',  dd/z= — zdjf*  • ; ces  valeurs 

étant  fubflituées  dans  l’equation  propofée,  elle  devient 


2ac^^-^‘^’’^d/  ae'  dzd/ 


en  divifant  p.ir  qui  fe  trouve  dans  tous  les 

termes,  on  a,  après  la  reduélion,  8c  après  avoir  divifé 
par  az^ d/—adz  — — adf=z 


, équation  dont  l’intégrale  efl  <»/= — 


confiante.  On  peut  trouver  par  cette  intégrale 

la  valeur  de  z en/,  la  fubflituer  enfuite  dans  la  différen- 
tielle z<//,  & trouver  en  intégrant  l’equation  finie  E.* 
T=.S.zdy.  On  peut  auffi  par  la  fuppofition  de  L.*  = 
S.zdy  réduire  la  propofée  a une  équation,  qui  ne 
contienne  que  les  premières  différences  ; car  puifque 
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L.»  = S.zd/^  on  aura,  en  dilferentiant,  — = z=z 
, 8c  y remettant  cette  valeur  dans  l’intégrale 
— on  aura  aydx'z=^xxd^*  — axdxdy 
“-hCd  X*  • 

CCCCLXXVIII. 

PROBLEME  IX.  Intégrer  les  équations  différentiel- 
les , qui  font  contenues  dans  la  formule  generale 

dx”'-Udxz=Px”‘dy’”^^^^x”—''dx”dy”~’'^^ 

—hRx'"  ^dx’dy’”  ^ ‘ — 1- Ô’r . , dans  laquelle  dy  efl 
confiante,  P,  P,  &c.  font  des  fonclions  de/,  la 
fomme  des  expofans  de  * & de  fes  différences  dxy  ddx 
efl  m dans  tous  les  termes. 

Solution.  On  fuppofe,  comme  cy-deffus  *=e", 

■dx'=.e" duy  ddx=:e“{ddu~i-du^)  y & fubflituant  ces 

valeurs  dans  la  formule,  on  a,  en  divifant  par  e'”“qui 

fe  trouve  dans  tous  les  termes , la  transformée  ' 

-hdx”-^ddx=Pdy’”-^^-^^du’’dy"—"-^'-*-Rdu^X 

dy”*  * -+-<!7f.,  dans  laquelle  u manque.  Il  faut 
donc  fuppofer  du  = zdy:  ce  qui  donne  ddx=dzdy y 
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a caufe  de  <//  confiante.  Subftituant  ces  valeurs  dans 

la  transformée,  elle  devient  X 

d)Td z=:Pd/"’-*  d/”’-^'-^Rz^dj>’”-*-'-+&c.; 

&,  en  divifant  par  dy^y  on  a z” ‘ z a = 
Pdy-^-^z" dy~^Riz  dy-*-(3‘c.y  eqiation  différentielle 
du  premier  ordre,  a laquelle  on  parviendroit  d’abord, 
en  faifant  x = e . 

Exemple.  Soit  propofée  l’equation  zdicdy  — 

addx — j/ddxy  ou  x°  dd  x=  , dans  laquelle  dy 
efl  confiante,  la  fomme  des  expofàns  de  x,  fk  de  fes 
différences  dx  Sc  ddx  efl  i dans  chaque  terme,  & le 

coefficient  — - — du  terme  où  fe  trouve  dy  efl  une  fon- 
élion  de  y . On  fera  donc  x = x = 

zd/,  dd  x-=.^''^^y  {z  dy^  -¥zd  dy->rdzd y)  . Mais 
comme  dy  efl  confiante,  on  aura  ddy~Oy  par  confe- 

quent  ddx  — e^'^^y{z^dy^-\-dzdy').  Subflituant  ces 

valeurs  dans  la  propofée,  on  trouve  izdy' ‘=:.az* dy' 

-^adzdy — zzydy' — ydydz'  & en  divifant  par  d/, 

on  a 2zdy~az'  dy-^/tdz — zzydy — ydzy  équation 

du  premier  ordre . On  peut  réduire  tout  de  fuite  la 

! 
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propnfée  en  la  mettant  fous  cette  forme 
^ddii^/tddxy  dont  l’intégrale,  en  fuppofant  d/  con- 
flaïue,  eft  ydx-^xdy=.adx^Cdy. 

CCCCLXXIX. 


Les  méthodes  precedentes  peuvent  s’appliquer  ega- 
lement a toutes  les  équations  différentielles  de  quclqu’or- 
dre  qu’elles  foient,  pourvù  qu’elles  fe  trouvent  renfer- 
mées dans  les  cas  enonçés  cy-deflus.  Soit  par  exemple 
l’equation  generale 


A y 


B J f CdJjf  D tP  f 


d» 


d»* 


Kd' 

' dx" 


O 


dans  laquelle  les  quantités  A^B^C^D  Ô*r.  reprefentent 
des  confiantes,  ou  des  variables  finies  & des  confiantes 
avec  les  conditions  requifes.  Soit  fait , on 
aura  ( par  le  Lemme  Art.  ccccLxv.  ) 


,S.zdx  = — 

’ </»*  V dx}*  dgi  dx 

dû*  \ dx  J,»  dx^  dx*  J 

Si  on  fubflitue  ces  valeurs  dans  l’equation  propofée,  el- 
le fera  divifible  par  & elle  deviendra  de  l’or- 

dre «—I.  Il  efl  évident  que  cette  méthode  efl  ap- 
plicable aux  trois  cas  precedents;  par  exemple  au  pre- 
mier, en  faifant  les  coefficients  égaux  a zéro,  excepté 
ceux  des  deux  termes  qu’on  veut  réduire  a un  ordre 


+ 
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inférieur,  & dans  les  deux  autres  cas,  on  déterminera 
B y Cy  Dy  <ÎTc,,  enforte  que  les  termes  ayent  les 
conditions  neceflàires.  Donc  en  general  une  équation 
différentielle  du  degré  » contenue  dans  les  cas  prece- 
dents pourra  toujours  s’abaifTer  au  degré  n — i.  Mais 
nous  traiterons  cette  équation  plus  généralement  dans 
le  Chapitre  fuivant. 


CCCCLXXX. 


La  méthode  que  nous  avons  expliquée  (Article 
ccccxvi.  & fuivants)  pour  intégrer  un  nombre  quel- 
conque d’équations  différentielles  du  premier  ordre , peut 
facilement  s’étendre  aux  équations  différentielles  de  tous  les 
ordres,  c’eft  a dire,  que  fi  l’on  a un  nombre  N d’équations 
différentielles  renfermant  le  nombre  N-f-i  de  variables 
^5  *>  ** y Ô'f.,  chaque  équation  pouvant  fè  ré- 

duire a la  forme  fuivante  (K)o:=6~+ax-+l>j>-^cz. 


e-Jdz 


a'dx 

-TT 


d t 


d t 


dt^ 


dt'- 


dt^ 


b'd’^y 

dt^ 


g 

dt^ 


dans  laquelle  eft 

confiante,  6 une  fonélion  quelconque  de  r,  & a,  b y c, 

(yc.y  a y b' y c'y  Ô*C.,  b"  y Cy  Ô*C. Ay  By  Cy 

Ô’c.  font  des  conftantes  quelconques,  ou  zéro;  on  pour- 
ra toujours  intégrer  ces  équations  par  la  méthode  de 
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l’Art,  ccccxvr.  en  fuppofant  dx—pdt^  d d x=zq d , 

d^x  = rdt^ , (D'c.  jufqu’a  d’  ^ x — sdi'~~'^  ^ & de 
m5me  d)>=p'dt  ^ ddy  — q'dt'^  d^j>  = r'dr  &c. 
jufqu’a  cf  ^y:::zs'di‘  dx^^pdfy  ddz^^q'dt*  ^ 

d^zz=rdf^&c.  jufqu’a  d"  ^ x=s'd ^ p^  r, 
s,  (^c.  p\  q\  r,  J , CTc.  />',  q\  /,  s\  &c.  étant  de 
nouvelles  variables.  Car,  puifque  </r  eft  confiante,  en 
differcntiant  les  équations  dx=pdt^  ddx~qdf*  ^ 

d^x-=rdt^f d'~  ' x = sdt’~^ , on  aura  ddx  = 

dpdr,  d^x  = dqdt', / x = dsdf'~^  ; parcon- 

r>  é^deix  a'dp  a'd^x  a*‘d ^ Ad  X 

fequent  _ = — 


. On  aura  de  même  ddjf  — dpdt  ; </  / = 
dq'df^; <f  j^  = d s d \ & par  confequent 

fJJy  6'df’  . rd’f  i"‘d<f  Bd'2_ Bd/- 

dt  > j,l  dt  > J,-  dt 

trouvera  de  même  les  valeurs  des  différentielles  ddzj 

d^z,  &c.  ddu^  d^Uy  &c.  fubftituant  ces  valeurs  dans 
la  formule  ( -K  ) , elle  devient  0 = ( 


a’dx 


dt 


dt 


a*d  P ÿ‘d  P' 
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“7î — ^~ir$ équation  qui  ne  contient 

que  les  variables  r,  *,  y,  z,  Ô'r.  avec  leurs  premières 
différences  dt^  </»,  dy^  </z,  (OTc.  & les  premières  dif- 
férences dp,  dq,  dr,  ds,  (70.  dp',  d q , dr,  ds,  (7c. 
dp",  dq",  (7c.  des  variables  p,  q,  r,  s,  (7c.,  p' , q,  r, 
(7c. , p",  q",  (7c.  On  aura  de  plus  autant  d’équations 
de  la  forme  requife  par  l’Art,  ccccxvi.,  qu’on  aura 
introduit  de  nouvelles  variables  p,  p',  p" , (7c.  q,  q', 
q",  (7c.  r,  r,  r" , (7c.  s,  s,  s , (7c.  dans  la  formule 
(^).  Car,  puifque  dx=.pdt,  on  aura  dx — pdt=o; 
8c  puifque  d d x^q  d — d p d r , on  aura  d p~q  d r , 
8c  dp  — qdt  = o,  (7c.,  8c  de  même  dy — p'dr=.o, 
dp' — q'dt  = o,  (7c.  Donc  toutes  ces  équations  pour- 
ront s’intégrer  par  la  méthode  de  l’Art,  ccccxvi.  en 
les  multipliant  toutes,  excepté  la  première,  par  diffé- 
rentes confiantes  indéterminées  , & pratiquant  eufuite 
les  autres  operations  que  preferit  cette  méthode . C’eft 
ce  que  uous  allons  éclaircir  par  quelques  exemples. 

CCCCLXXXI. 

Exemple  I.  On  propofe  d’intégrer  l’equation 
différentielle  du  fécond  ordre  Tddx-¥aTdxdt-^ 
txTd c^'-*-T'd r*  = o,  dans  laquelle  dt  eü  confiante, 

8c  T,  T'  font  des  fonélions  quelconques  de  t.  Divi- 

T t 
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T' 

Tant  cette  équation  par  Sc  fuppofant  ^ = 9 

fonflion  de  r,  on  la  réduit  a la  forme  {K)  y ou  o = 9 

— ♦-^x-4' On  fera  donc  dx=pdty  d’oJl 

l’on  tire,  en  difTércntiant,  d d x-=zd  p d r y & fubftituant 
cette  valeur  de  ddx  dans  la  propofée,  on  aura  o = d 

-+^x— O\xdp^adx-^bKdt-i-^df=.0y 

8c  dx — pdf  = o;  deux  équations  a trois  variables  r, 
Xy  py  qui  ont  les  conditions  qui  exige  la  méthode  de 
l’Art,  ccccxvi.  On  multipliera  donc  la  fécondé  équa- 
tion par  un  fa£leur  confiant,  & indéterminé  On 
ajoutera  le  produit  Adx  — Apdf=zo  a la  première 
équation,  & on  aura  la  fomme  d p-h{A-t-a)d  x -i- 
^bx  — Ap)df-i-bdr  — o,  On  fuppofera  enfuite,  fui- 
vant  la  méthode,  bx  — Ap  = Mp-hM(A-*-a)x  y 
M étant  un  autre  faéleur  confiant  & indéterminé;  & 
en  comparant  terme  a terme  les  deux  membres  de 
cette  équation,  on  aura  bx  = M{A-*-a)xy  8c  — i^p 

= d’où  l’on  tire  M= — A y 8c  M=  ; p^r 

Confequent  A=z — ; AA-\-Aa=:  — by  8c  A=z 

, ce  qui  donne  deux  valeurs  de  A y que 

nous  exprimerons  par  A y 8c  A'  y 8c  aulTi  deux  valeurs 
correfpondantes  de  My  que  nous  defignerons  par  M 8c 
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M' , En  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equation  bx  — 

& fuppofànt  p-\-{A-i-a^x 
= & p—t-(A'~4-a)x=zu,  l’equation  dp-^^A—i- 

a)  d X -4-(b  X — Ap)  d r -+6 d f=:o  fe  change  en  ces 
deux  autres  du~^-Mudt-¥^dt  — o^  & d u M ud t 

-i-6dt~0y  qu’on  intégrera  par  l’Article  cccLXXXn. 
On  trouvera  donc  u & «'  en  r,  & en  confiantes;  & 
enfui  te  les  deux  équations  p-h{A-ha)x  = u^  & p-^- 
{A'-+a)xz=z.u  donneront  la  valeur  de  x en  r. 

CCCCLXXXII. 

Exemple  II.  On  propofe  d'intégrer  l’equation 
différentielle  du  troifieme  ordre  Td^x-^aTddxdt-^ 
bT  d X d -¥c xT d t*‘ d — 0 y ou,  en  divifant 
par  Tdr^y  8c  fuppofànt  -^  = 5,  0 zz=  S — c * — f 

— j'-’* - — , qui  a la  forme  requife.  On  fuppofcra 

donc  dx—pdtj  ddx  — qdt^;  d’où  l’on  tirera,  en 

différentiant,  d d x^=d pd d^x~dqdt^^  8c,  par  fub- 

ftitutions,  o = S-4-cx-+-j^-+.-j^ — ou 

adp~i-bdx-^cxdt-*-('dt  = o . Or  ces  trois  équa- 
tions peuvent  s’intégrer  par  l’Art,  ccccxvi.  en  multi- 
pliant la  fécondé  de  ces  équations  par  la  confiante  in- 
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déterminée  Se  la  troifieme  par  la  conlhnte  indéter- 
minée 5,  & ajoutant  les  deux  produits  Adx  — Apdt 
= 0,  & Bdp  — Bqdr=o  a la  première  équation 
pour  avoir  la  fomme  d q—^(a—¥‘B)dp— *•{!>— *-A)dn 
-4-(f*  — Ap  — Bq)dt-*-6dtz=.o,  On  fera  enfuite 
c X — A P — B q ^ M ^q  -4"  ( a — +-  B)p  -4-  ( b -+  A)  x~y 
:=M{b~t-A)x-hM(a-hB)p^Mqy  M étant  un 
autre  fafleur  conftant  & indéterminé;  &,  en  égalant 
les  termes  homologues,  on  aura  les  trois  équations  fui- 

vantes  M(b-h  A)  x = cx  ; M(a-hB)p~  — 

Mq  = — Bq;  d où  l’on  tire  ; 

M=—B;  par  confequent  j^  = -..^  = — B; 
d’où  l’on  déduira,  après  avoir  fait  les  reduélions  ordi- 
naires, une  équation  du  troifieme  degré,  qui  donnera 
trois  valeurs  de  que  nous  defignerons  par  A^  A\ 
A\  & les  trois  valeurs  corrcfpondantes  de  B par  B, 
jB  , fl  , celles  de  M par  iW,  M\  M“ . En  fubftituant 
ces  valeurs  dans  l’equation  ex  — Ap  — Bq  — M{^q-\- 
{a-^B)p-\-{b~->rA)x'^^  & fuppofant  q-^-{a-^ B) p 
—t-(b—i-A)x  = u;  q-+(a—i‘B)p—*~(b—*‘A')x  = u; 
q—i-(a—^  B")  p-hÇb—i-  A")  x^^u”  ^ l’cquation  d q ~^r 
( <ï— t-B  ) d p-i-  {b—*-A)dx—*-(cx  — Ap  — B q)  d r-+- 
(dr  — o fe  changera  dans  ces  trois  autres  équations 
du-i-Mudt—h(>dt=zo  , du  M' u d t d , 
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d u"-^M“ud  dt  = o y qu’oa  intégrera  par  l’ArtiJc 
CCCLXXXII. . On  trouvera  donc  les  valeurs  de  «,  de 
»',  & de  «'  en  r & en  confiantes,  & enfuite  les  trois 
équations  q—^{a^B)p—^{b—^rA)x-=^u;  <7-+-(j-4- 
B)p—^(D‘c.  donneront  les  valeurs  de  x en  r & con- 
fiantes . 


CCCCLXXXIII. 


Exemple  III.  On  propofe  d’intégrer  les  deux  équa- 
tions fuivantes  du  fécond  & du  troifieme  ordre. 


o=r— 


fàr  . tldx 

— T"* 

dt'‘ 


O — T 


J’r 


Dans  lefquelles  </f  eft  confiante,  & T,  7*  font  des  fon- 
flions  de  r.  On  fera  dx=pdr  ^ d^—qdt^  &</<//  = 

d’où  l’on  tirera,  en  différentiant , ddx=dpdf, 

ddy=dqdr^  d^y=zdrdt^ confequcnt  dqd  t = rdt' , 
Sc  dq—rdt.  Subfiituant  dpdt  au  lieu  de  ddx^  8c 

drdt*  au  lieu  de  J*/  dans  les  équations  propofées,  on 
les  changera  en  ces  deux  autres 

dp-^cd *—¥fdj^—^(^ax—irby)  d t-i-Tdt:=io 
dr—^  bd  y-drgxdt—^T'dt~o 

& on  aura  de  plus  les  trois  équations  fuivantes  dx— 
pdt=:^oj  dy-^qdt^=zo  ; dq — rdf:=o.  Ces  cinq  equa- 
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lions  ont  toutes  les  conditions  qu’exige  la  méthode 

de  l’Art,  ccccxvi. 

On  multipliera  donc  les  quatre  demieres  de  ces 
équations  par  les  confiantes  indéterminées 
& ajoutant  les  quatre  produits  a la  première  équation, 
on  aura  la  fomme  (^H).,dp-*-Edq-¥Adr-\r{c-*-B)dx 
-^{f-^hA~^C)d/-^{ax-^gAx-i‘bjf — Bp  — Cq 

Er)  d r-h[T-i-AT)dr=zo.  Enfuite,  M étant  un 

faéleur  confiant  & indéterminé,  on  fuppofera  fuivant  la 
méthode  (^a-i-gA)x-*’by — Bp  — Cq — Er~M{_p-^ 
£ ^ -t- ^ r ( f -H  B ) * -+■  (/-+ ^ ^-+- C )/ } = M « & e a 
développant  le  fécond  membre  de  cette  équation , & 
égalant  tous  les  termes  homologues,  on  aura  les  équa- 
tions fuivantes:  M——B^  ME~—C\  MA— — £; 
M{c~^B)—a-¥gA -,  A-^-C)—b  ^ & l’e- 

quation  (H)  deviendra  d u-i-Mud f-¥{T-*-AT)dt 
=0,  qu’on  pourra  intégrer  par  l’Article  CCCLXXXII. 
après  avoir  déterminé  les  valeurs  di  A 8c  ds  M par 

les  équations  qu’on  vient  de  trouver.  Car,  puifque 
B=—M,  E=^MA^  8c  C=—ME—M'A.  Si 
on  fubflitue  ces  valeurs  de  B , de  C , & de  £ dans 
les  deux  équations  M(^c-^B)^=^a—^gA ^ 8c 
bA-^C)—b^  elles  deviendront  M(c—M)=a—t-gA 
8c  M{f~^bA-¥M^  A)—b  ^ d’où  l’on  tire  A— 
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b — /M  c I IV  • J • 

= — OC  de  la  une  équation  du  cin- 

^ bM-i-M* 

quieme  degré  qui  donnera  cinq  valeurs  de  M,  d’où 
l’on  déduira  les  cinq  differentes  valeurs  correfpondantes 
des  faéleurs  A ^ B y C , E.  On  fera  le  refte  comme 
dans  les  exemples  precedents  au  moyen  des  deux  équa- 
tions du-¥Mudt-¥{T-*-AT)dt=o  y & p-^Eq-k- 
Ar-^i^c—^B ) X— +•  ^■b A-^C')y^^u  « 
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CHAPITRE  VII. 


Mcthode  pour  trouver  t intégrale  complette  de  f équa- 


tion O ^ h 


B il  y 
dx 


Cjd) 

dx'- 


Dd'y 

dx^ 


LÙ. 

dx* 


&c.  Dans  laquelle  dx  ejl  confiante ^ 

& les  coefficiens  fi,  C,  D,  E,  Ô*f. 
font  aujffi  confiants,  ou  des  fonEîions  de 
la  variable  x,  Ù"  de  confiantes. 


CCCCLXXXIV. 

Si  on  fuppofe  que  u folt  une  quantité  compo- 
fée,  comme  on  voudra,  de  confiantes  & de  variables 
»,  y,  *,  Ô'f.,  parmi  lefquelles  » ait  fa  première  dif- 
férence confiante;  on  fçait  que  la  première  intégrale  de 

la  différentielle  u fera  d m,  a laquelle  il  faudra 

ajouter  la  confiante  du  même  ordre  A du”  ‘ , pour 

la  rendre  complette,  A étant  une  confiante  arbitraire. 

La  féconde  intégrale  de  la  différentielle  propofée 
d' u fera  d u,  8c  d a laquelle 

il  faudra  ajouter  la  confiante  du  même  ordre  Bdx”~*, 
pour  avoir  la  fécondé  intégrale  complette,  d »— h 
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Axà*"  ^-¥Bdx'  *,  B étant  une  confiante  arbi- 

traire. La  troifieme  intégrale  complette  de  la  différen- 
tielle propofée  fera  B x d 

— C étant  une  troifieme  confiante  arbitraire; 
par  où  l’on  voit  que  la  derniere  intégrale  complet- 
te & finie  de  la  différentielle  propofée  ^ aura,  la  for- 
me u-¥A'x”~~'-+Bx”~'-\rCx’‘~^-¥&c.—¥^^  qui 
contiendra  autant  de  confiantes  arbitraires  A^  B\  C', 
D',  (P'c.  qu’il  y aura  d’unités  dans  l’expofànt  « 

de  l’ordre  de  la  différentielle  propofée  d"u.  Il  cfl  clair 
que  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  doit  s’appliquer 
aux  intégrales  des  mêmes  différentielles  , lorfqu’elles 
font  en  forme  d’équations , de  forte  que  la  première 
équation  intégrale  complette  de  l’equation  différentielle 

d u^o  fera  d u->rAdx  ‘ =o,  la  fécondé  équa- 
tion intégrale  complette  de  l’equation  d”u—o  fera  (f 
-i-Axdx‘~^—t-Bdx''~^  — o.  La  troifieme  fera  tf 
-+■  ^ A X*  d x”  ^ — t-  B X d x"  * —H  C d x”  ^ = o , & 

i’equation  intégrale  complette  Sc  finie  fera  u-><rA'x~' 
-vBx^'  -JrCx~^  -¥(yc. — qui 

contient  autant  de  confiantes  arbitraires,  qu’il  y a d’u- 
nités dans  l’expofant  n. 

V u 
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CCCCLXXXV. 

Il  efl  donc  neceflaire  de  bien  dlfHnguer  les  inté- 
grales complettes  d’avec  les  incomplettes  & particuliè- 
res; car  u-^A'x”  '-+-5'**  *— ►C'»”  t-Ô'c. 

—i-^==zo  eft  la  feule  intégrale  complette  & finie  de 
l’equation  d”u=zo.  Mais  fi  dans  cette  intégrale  on  dé- 
termine une  ou  plufieurs  des  confiantes  arbitraires,  ou 
fi  on  les  fuppofe  égalés  a des  confiantes  arbitraires  ou 
a zéro  , on  aura  autant  d’intégrales  incomplettes  ou 
particulières,  qu’on  aura  fait  de  fuppofitions,  & chacu- 
ne de  ces  intégrales  fatisfera  a l’equation  différentielle 
— mais  elles  ne  la  rempliront  pas  dans  toute 
fbn  etendüe.  Nous  allons  éclaircir  cette  matière  impor- 
tante par  deux  exemples. 

Exemple  I.  Ou  propofe  d’intégrer  l’equation  dif- 
férentielle du  premier  ordre  aady—^yydx-=:{aa-^ 
xx)dx.  On  voit  d’abord,  qu’on  fatisfait  a cette  équa- 
tion en  fuppofant  / = * , puifqu’en  fubfiituant  a»  au  lieu 
de  /,  Sc  dx  &\x  lieu  de  d/  dans  l’equation  propofée , 
elle  devient  <*/»</*— t-xx</x  = (oæ-4- x *)</*,  qui  eft 
une  équation  identique,  dont  tous  les  termes  fe  de- 
truifent  mutuellement.  Donc  / — x — o eft  une  équa- 
tion intégrale  de  la  propofée;  mais  elle  n’eft  pas  com- 
plette , puifqu’clle  ne  contient  ny  la  confiante  x,  qui 
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cfl  déjà  dans  l’equation  propofée,  ny  la  confiante  arbi- 
traire qui  doit  toujours  fe  trouver  dans  l’intégrale  com- 
plette  d’une  différentielle  du  premier  ordre.  L’intégrale 


eomplette  de  la  propofée  efl /=x— ♦- 


aa-+A.S.e  “ dx 


dans  laquelle  A efl  une  confiante  arbitraire,  & L.e 
= I . Car  fl  on  fuppofe  /=x— 1-%,  on  aura  d / — dx-i- 
dzy  8c  fubflituant  ces  valeurs  au  lieu  de  y , Sc  de  dj' 
dans  l’equation  propofée,  elle  devient  aadz-t-izxdx 
—^zzdx  = Oy  qui  efl  dans  le  Cas  de  l’Art.  cccLxxxii. 
& dont  l’intégrale  trouvée  par  cet  Article  efl  z = 


Donc  l’intégrale  eomplette  fera 


a a^A.  S,  e ** dx 


' — — , qui  rend  l’intégrale  particulière 

a a ^ A,  S,  e dx 

/ = x,  en  fuppofant  A=zo. 

Exemple  II.  On  veut  intégrer  l’cquation  différen- 
tielle du  fécond  ordre  o = — /—h  ^ > *1“‘ 

un  cas  particulier  de  nôtre  formule  generale  o = .(fv -4- 
~<^  d’abord  que  l’equation 
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y — x=o,  ou  y—x  eft  une  intégrale  particulière  de 
la  propofée,  puifqu’en  fubRituant  » pour  àx  pour 
dy^  8(.  ddx  o\x  zéro  pour  ddyy  la  propofée  devient 
o~ — X— t-x— t-o,  équation  identique.  Mais  il  s’en  faut 
bien  que  cette  équation  finie  y=zx  folt  l’intégrale  com- 
plette  de  la  propofée,  & quelle  en  remplilfe  toute 
retendue,  puifque  cette  intégrale  complette  doit  renfer- 
mer deux  confiantes  arbitraires,  outre  la  confiante  x, 
qui  fe  trouve  déjà  dans  la  différentielle  ' propofée . On 
voit  encore , & par  la  même  raifon , que  cette  équation 
finie /=^x,  dans  laquelle  A efi  une  confiante  arbi- 
traire, efi  une  intégrale  incomplette  de  la  propofée. 

L’intégrale  finie  Sc  complette  efi  Ax-^Bx.S.  qui, 

outre  la  confiante  a , contient  deux  autres  confiantes 
indéterminées  A 8c.  B.  On  trouve  cette  intégrale  en 
fuppolànt  y — Ax-^x%  -y  ce  qui  donne  dy=.Adx-k- 
xdx—h  xdz'y  d d y — id  zd  X ~^xd  dxy  &,  par  fubfiitu- 


. xdf  axdjf  jt  .a-  , 

non,  o=— ^x— xz-4-^x-+ 

axddz  xdzdx 


xa-4- 


x'dz 

dx 


X xxd~. 

H TT •- 


dx'^ 


Z ad  Z d K-\- ax*  d dxz:^o  ; 8c  y en  divilânt  le  tout 


par 


axdx  y 


dx  xdx 

H-T- 


ddz 

'TT 


ou 


xda  , ddz 
~H  ^ dz 
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= L’intégrale  du  premier  membre  eft  iL.x 

^L.dz  — L-x*—i-L.dz  = L.»i*dz,  L’iiuegrale  du 

M 

fécond  membre  eft  — — = — — ,L.e^L.e  . Donc 

S 4 

la  première  intégrale  complette  de  l’equation 

= — en  ajoutant  la  confiante  arbitraire 

M 

du  même  ordre  L.  Bdx  j fera  L.x*dz  = L.e  * — ► 

M 

L.Bdxj  ou  L.x^dz=zL.Be  </*;  par  confequent 
_ i.  — - 

x'dz  = Be  ‘dx;  = ; &,  en  intégrant 

t 

encore,  on  aura  z = B.S.— Donc  l’intégrale 

7 X M ° 

m 

complette  de  la  propofée  fera  / — Ax-*-BxS.—-^^-^ 

qui,  outre  la  confiante  <1,  contient  les  deux  confiantes 
arbitraires  A 8i  B y comme  il  convient. 

On  n’a  point  ajouté  de  confiante  arbitraire  en  in> 

r 

n * A 

tégrant  l’equation  dz  — ••  » par  ce  quelle  etoit 

M 

inutile.  Car,  fi  on  fait  %=.C-^B,S.-—^ — , on 
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aura  pour  l’intégrale  complette  cherchée /=:  C * 

* a 

» Jf  ' ' XX 

on  peut  exprimer  la  fomme  par  une  feule  let- 

tre qui  reprefente  une  confiante  quelconque. 

CCCCLXXXVI. 

Quoiqu’il  foit  évident,  par  ce  que  nous  avons 
dit,  que  toutes  les  équations  intégrales  particulières 
foient  contenues  dans  l’intégrale  complette,  ou  que  cel- 
le-cy  foit  compofée  de  plufieurs  intégrales  particulières, 
qui  peuvent  quelquefois  fervir  a découvrir  l’intégrale 
complette,  comme  nous  l’avons  vû  dans  les  deux  c- 
xemples  precedents , il  arrive  neantmoins  fort  fouvent 
que  les  intégrales  particulières  qu’on  connoît,  ne  fout 
d’aucun  fecours  pour  trouver  l’intégrale  complette,  ou 
iT^me  une  intégrale  plus  etendüc,  que  les  particulières 
données.  Mais  l’equation  generale  que  nous  traitons 

icy,  — H ■ - ; — HCyc.  a cet  avantage,  que, 

fi  on  connoît  quelques  valeurs  particulières  de  en  x, 
& confiantes,  on  peut  aifément  en  déduire  d’autres  va- 
leurs plus  etendues  qui  renferment  les  valeurs  données, 
& même  fi  on  a un  nombre  fuffifant  de  ces  valeurs 
particulières  de  / , on  pourra  en  déduire  la  valeur  ge- 
nerale, ou  l’intégrale  complette  qu’on  cherche. 


; 
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Il  eft  clair  que,  fi  p eft  un  valeur  convenable  de 
^ en  J»  & confiantes,  de  forte  qu’ou  ait/=/»,  alors 
on  aura  aufli  jf  = ap^  a étant  une  confiante  arbitraire. 
Car,  fi  la  valeur  p étant  fubflituée  au  lieu  de  / dans 

la  quantité  Ay-^  — i-Ô’r.  rend  cette  quan- 

tité égalé  a zéro,  la  valeur  ap  étant  auffi  fubflitué  au 
lieu  de  y la  fera  évanouir  de  la  même  maniéré;  on 
pourra  donc  introduire  de  cette  fiçon  une  confiante  ar- 
bitraire a dans  l’equation  intégrale  particulière  y=zp. 
De  même,  fi  on  a de  plus  l’equation  y = q^  qui  fatis- 
faffe  a l’equation  propofée,  on  aura  encore  y=.^q^  fi 
étant  une' autre  confiante  arbitraire;  & de  ces  deux 
valeurs  y=x3p^  8c  y = fiq^  on  en  déduira  une  troifie- 

me  > = car,  fi  la  quantité  Ay-k--^^-^ 

devient  égalé  a zéro  par  les  fubflitutions 

particulières  de  a/),  & de  (3^  au  lieu  de  / , il  efl  évi- 
dent quelle  s’évanouira  de  même  par  la  fubflitution  de 
la  fomme  ap—^fiq  au  lieu  de  y. 

CCCCLXXXVIII. 

De  même  fi  />,  r,  r,  Ô’r.  font  des  fondions 
de  X,  telles  que  chacune  d’elles  étant  fubflituée  au  lieu 


344 
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de  y dans  la  quantité  A y -■  >■  —H  &c.  la 

rende  égalé  a zéro,  alors  la  fommc  »-J'f 

-+\D‘c.  étant  fubftituée  au  lieu  de  / dans  la  même  quan- 
tité, la  rendra  aulTi  nulle;  de  forte  que,  fi  />,  <7,  r,  r, 
(D’à.  font  des  valeurs  particulières  de  / en  x , qui  fatis- 
faffent  a l’equation  différentielle  propofée,  on  en  dédui- 
ra tout  d’un  coup  une  valeur  beaucoup  plus  etendüe 
de  / en  X,  fçavoir,/=a^— y r-f- «Aj— qui 
lâtisfera  a l’equation  propôfée,  & cette  valeur  fera  ge- 
nerale, & donnera  l’intégrale  complette,  fi  elle  contient 
autant  de  confiantes  arbitraires,  qu’il  y a d’unités  dans 
l’expofant  de  l’ordre  de  l’equation  différentielle  propo- 
fée. Il  efi  donc  facile,  lorfqu’on  a un  nombre  fulfifant 
de  valeurs  particulières  de  / en  x,  d’en  déduire  fa  va- 
leur complette , c’efi  a dire , celle  qui  comprend  toutes 
les  valeurs  de  / , qui  fatisfont  a l’equation  propofee, 
& qui  donne  l’intégrale  complette  de  cette  équation  en 
termes  finis . 


CCCCLXXXIX. 

Ainfi  pour  trouver  l’intégrale  finie  & complette 
de  l’equation  propofée'  oz=zAy-¥-^-^--¥^~-/' — 

— t- «''> 

cher  des  valeurs  particulières  de  / en  x,  telles  qu’étant 

fubfiir 
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fubdituées  dans  cette  équation,  elles  la  rendent  identU 
que;  & de  trouver  autant  de  ces  valeurs  particulières , 
qu’il  e(l  necelTaire , pour  que  prifes  toutes  enfemble , 
elles  renferment  autant  de  confiances  arbitraires,  qu’il 
y a d’unités  dans  l’expofant  n,  C’efl  pourquoy,  fi  cha- 
que équation  prticuliere,  qui  exprime  la  valeur  de  y 
en  X,  ne  contient  qu’une  confiante  arbitraire,  il  faudra 
trouver  le  nombre  » de  ces  équations  particulières , 
pour  en  déduire  l’intégrale  finie  & complette  de  l’equa- 
tion  propofée.  Mais,  fi  parmi  ces  équations  particuliè- 
res il  s’en  trouvent  quelques-unes,  qui  renferment  plu- 
fieurs  confiantes  arbitraires,  on  pourra  trouver  l’intégra- 
le complette  avec  on  nombre  de  ces  équations  parti- 
culières d'autant  moindre,  que  chacune  d’elles  contien- 
dra plus  de  confiantes  arbitraires. 

ccccxc 

Nous  ne  connoiffons  point  de  méthode  generale 
pour  trouver  le  nombre  fuffifant  d’équations  particuliè- 
res entre  / & *,  lorfque  les  coefficiens  fijC,  D, 
à}“c....N  de  la  propofée  renferment  des  fondions  de  *;  , 
mais  on  a cette  méthode,  lorfque  tous  ces  coefficients 
font  fuppofés  confiants,  c’efl  ce  que  nous  allons  expliquer. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  l’intégrale  finie  & 

complette  de  l’equation  différentielle  o=Ay~+-^^ 

X X 
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_|.L£l  dans  laquelle  la  différence 

a»*  Jx-  ’ ^ 

</x,  & tous  les  coefficigns  A,B^Cy&c.N  font  des 

quantités  confiantes.  Nous  defignerous  cette  équation 

ainfi  déterminée  par  (H). 


Pour  la  refoudre  generalement , nous  obferv'crons 


• X 

d’abord  que,  fi  on  fuppofe  y — e •,  b étant  une  con- 
fiante indéterminée,  & £.  e=:i,  on  aura  (Art. 


ccccLXï.)  ^ = =*■/•; -0  = 4 


? ht 
c 


&c.  = & qu’en  fubfll tuant  ces  valeurs 

dx”  ’ * 

dans  l’equatioo  propofée  (//),&  divifant  par  /*,  qui 
fe  trouve  dans  tous  les  termes,  on  aura  l’equation  al- 
gébrique fuivante,  que  nous  defignerons  par  (K),  o = 

A-^Bh—\rCb'-¥DÛ -¥Nb” y dont  l’inconnüc 

e(l  & qui  efl  du  degré  ». 

Si  on  tire  de  cette  équation  {K)  quelque  valeur 
de  i^,  & qu’on  la  fubflitue  dans  l’equation  /=/*,  on 
aura  une  valeur  particulière  de  / en  » & confiantes , 
laquelle  étant  fubflituée  au  lieu  de  y dans  la  propofée 
{H)  la  rendra  identique.  Suppofé,  par  exemple,  qu’une 
des  racines  de  l’equation  {K)  foit  y,  de  forte  qu’on  ait 
b=fy  ou  b — f~Oy  divifeur  de  cette  équation  (-K), 
on  aura  auffi  / = /*  équation  intégrale  particulière  de 
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la  propofée  (H);  d’où  I’oq  tire  (Art.  ccccLXXXvii.  ) 
^—3/* y autre  équation  intégrale  particulière,  qui  ren- 
ferme une  confiante  arbitraire  a . Or  l’equation  algébri- 
que ( A ) du  degré  n contient  le  nombre  » de  racines, 
ou  de  divifeurs  fimples,  comme  b — f^Oy  Toit  que 
ces  racines  foient  égalés  ou  intégrales,  réelles  ou  ima- 
ginaires . Donc , Il  toutes  ces  racines  font  inégales 
entr’elles,  on  aura  le  nombre  » de  valeurs  particulières 
de  / en  x,  dont  chacune  contiendra  une  confiante  ar- 
bitraire , & la  fomme  de  ces  valeurs  particulières  ren- 
fermera le  nombre  « de  confiantes  arbitraires , & don- 
nera la  valeur  complette  de  / en  * & confiantes , ou 
l’intégrale  finie  & complette  de  l’equation  propofée  (H)  ; 
de  forte  que , fi  on  dcfigne  toutes  les  racines  inégales 
de  l’equation  (A)  par Ô’r.  refpeélive- 

f* 

ment,  on  aura  pour  1 intégrale  cherchée  f~ae  — 
/3e/  *-+- / *— t-Ô’c.,  &,  fi  toutes  CCS  racines 

font  réelles , cette  intégrale  fera  aufli  toute  réelle , & 
ne  dépendra  que  des  log.irithmes . 

CCCCXCI. 

On  pourra  auffi  trouver  l’intégrale  réelle  & com- 
plette de  l’cquation  {H)  en  termes  finis,  lorfque  l’e- 
quation  algébrique  (A)  aura  des  racines  égalés,  & des 
racines  imaginaires.  Pour  en  trouver  le  moyen,  il  ne 


'^4^  Elemeks  du  Calcul  Imte'geal 

&ut  que  confiderer  attentivement  la  relation,  qui  efl 

entre  1 équation  différentielle  (H),  ou  o = 

-+■  , & l’equation  algébrique 

( JC  ) , ou  0 -H“  B b “*+•  Ch  ••••••••••  — f-  N b • Cet- 

te relation  eff  telle,  que,  H dans  l’equation  différentiel- 
le (H)  on  écrit  b’‘  pour  /,  b^  pour  b*  pour 

b^  pour  -^,  & généralement  b^  pour  cet- 
te équation  (H)  deviendra  l’equation  algébrique  (JC), 
& au  contraire , fi  dans  l’equation  ( JC  ) on  écrit  / 
pour  b°  J ^ pour  b^  , pour  , & généralement 

i * 

pour  b , on  rétablira  l’equation  différentielle  (H) . 
D’où  l’on  conclût  que  A dans  les  divifeurs  de  l’equa- 
tion  algébrique  (JC)  on  écrit  / au  lieu  de  au 

lieu  de  , & generalement  au  lieu  de  b^ , on 

O X 

formera  une  équation  différentielle,  qui  fera  contenue 
dans  la  propofée  (H),  & de  laquelle  on  tirera  une 
valeur  particulière  de  / en  x,  qui  étant  fubdituée  dans 
cette  équation  (//),  la  rendra  identique.  Par  exem- 
ple (i  b — /,  ou  b^—>fb°  = o eft  un  divifeur  de  l’c- 
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quation  algebriqua  (K.)  ^ on  en  tirera  l’equation  diffc- 

rcnticlle  ^ — f/=zoy  ou  dont  l’intégrale 

fjg 

cft  L./=fx—fx.L,c—L.e  ; par  confequent  / = 
/*,  qui  donne  l’intégrale  particulière  /=ra</^*,  avec 
une  confiante  arbitraire  « , comme  nous  l’avons  déjà 
trouvé  cy-dcffus. 


CCCCXCII. 

On  comprend  par  ce  que  nous  venons  de  dire, 
que,  fl  on  a un  divifeur  quelconque  b-¥c b'  , 

ou  ab° -¥b b^ -\-c b'  — 0 de  l’equation  algébrique  (K) 
on  en  tirera  par  les  fubftitutions  préfcrittes  (Article 
CCCCXCi.)  l’cquation  différentielle 

— Oy  qui  donnera  une  valeur  de  / en  *,  laquelle  fa- 
tisfera  a l’equation  propofée  (H),  8c  on  pourra,  par 
cette  obfervation  trouver  l’intégrale  complette  qu’on 
cherche,  lorfque  l’equation  algébrique  (üC)  a des  raci» 
nés  égalés  entr’elles.  Car , fi  on  fuppofe  que  le  quar- 

ré  (/ — b)*y  oa  ffb°—ifb^ -^b^  = o foit  un  divi- 
feur de  l’equation  (K) y on  en  tirera  par  les  fubfli- 
tutions  préfcrittes  l’equation  différentielle  ff/  — 
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— = on  cherchera  enfuice  l’intégrale  complerte 


• f it 

& finie  de  cette  équation,  en  fuppofant  y — e «,  d’où 
l'on  tirera  8r 

■*  — H ^ J i"’f  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equa- 


tion  difTérentlelle  ffy — — , elle  de* 

dlf  ^,4  > 

vient,  par  la  deftruflion  mutuelle  de  tous  les  autres 

/’Jdu  , , . 

termes  ou  dau~o.  Or,  en  intégrant 


cette  équation,  on  trouve  d’abord  du~fidx^  quantité 
dans  laquelle  0 eft  une  confiante  arbitraire;  &,  en  in- 
tégrant encore,  on  a « = ^x— f-a;  « étant  une  autre 
confiante  arbitraire.  Subfiituant  donc  cette  valeur  de 
U dans  l’equation  fuppofée  / = /*« , on  aura  /=/*X 
(«-♦-px),  valeur  de  qui  contient  deux  confiantes 
arbitraires,  & qu’on  trouve  pour  deux  racines  égalés 
de  l’equation  algébrique  {K). 

De  même  fi  l’equation  (K)  a pour  divifeur  le 
cube  (/ — bf  ^ en  le  développant  & faifant  les  fubfii- 
tutions  préfcrittes , on  en  déduira  l’equation  différentielle 


/ / dx 


qui  fera  contenue 


dans  la  propofée  ( H ) , & en  fuppolànt  y = 


fx 


e U 


on* 
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trouvera  par  fubfHcutions  d^u—o.  Eu  intégrant  cette 

équation,  on  trouve "tiabord  ddu~z'tdx*,  27  étant 
une  conftante  arbitraire  quelconque;  en  irfÜÉgrant  enco- 
re, on  a d u—z't xd x-¥iid*y  ^ étant  une  nouvelle 
conftante  arbitraire,  & enfin  en  intégrant  pour  la  troi- 
fieme  fois,  on  trouve  «=7**-4-/S«i-i-a,  a étant  une 

troifieme  confiante  arbitraire.  On  aura  donc /=/*» 

= /*(a-+^«-t-7»f»),  valeur  particulière  de/,  qui 

comprend  trois  confiantes  arbitraires  pour  trois  racines 
égalés  de  l’equation  (-K),  On  trouvera  de  la  même 

façon,  que,  fi  (/ — eft  un  divifeur  de  l’equation 
(K),  on  aura /=/*  (a— 4-^*-+-7xx-+*«l'*^),  & gé- 
néralement que,  fi  le  divifeur  eft  (/ — ^)*,  la  valeur 

de  / fera  /*(a— H^x— t-7xx— i-Ô’c. — 

de  forte  que  cette  valeur  contiendra  le  nom- 
bre K de  confiantes. 

CCCCXCIII. 

On  ne  peut  pas  doùter  que  les  valeurs  de  /,  tel- 
les que  nous  venons  de  les  trouver  par  les  divifeurs 
de  plufieurs  dimenfions  de  l’equation  (/C)  ne  làtisfalTent 
aufli  a l’equatiou  (H),  de  maniéré  qu’étant  fubftituées 
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au  lieu  de  y dans  cette  équation , elles  la  rendront 

identique.  Car  foit  l’equation  (^) , ou  p-¥qb-^rrb^ 

— f-Ô*£-.=:o,  un  divifeur  compofé  comme  on  vou* 
dra  de  l’equation  {K)-,  qu’on  en  forme  par  les  fubfti- 
tutions  préfcrittes  l’equation  différentielle  (L)  oz=ipy 

Il  eft  évident  que  la  va- 

leur  complette  de  / , qui  donne  l'intégrale  de  cette  e- 
quation,  fe  trouve  en  joignant  enfemble  toutes  les  va< 
leurs  particulières  de  /,  qu'on  tire  des  divifeurs  fimples 
de  l’equation  (M).  Or  les  divifeurs  fimples  de  cette 
équation  (M)  font  auffi  les  divifeurs  fimples  de  l’équa- 
tion ('K)  •'  donc  la  valeur  complette  de  qu’on  tire 

du  divifeur  compofé  p-^qb-\rrb*-¥sb^—*-&c.y  & qui 
donne  l’intégrale  complette  de  l’equation  (L)  fera  auffi 
une  valeur  de  y , qui  étant  fubfiituée  dans  l’équation 
différentielle  propofée  (H)  la  rendra  identique,  & don- 
nera ime  intégrale  particulière  de  cette  équation . 

CCCCXCIV. 

N(i^  avons  donc  trouvé  toutes  les  valeurs  polfi- 
bles  de  y , dont  la  fomme  donne  l’intégrale  complette 
réelle  & finie  de  l’equation  différentieile  propofée  (H), 
lorfque  les  racines  de  l’equation  algébrique  correfpon- 
(^nte  {IÇ)  font  toutes  réelles,  inégales  ou  égalés.  Il 

ne 
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ne  nous  refle  plus  qu’a  trouver  ces  valeurs  particulières 
de  / , avec  le  nombre  requis  de  confiantes  arbitraires, 
dans  le  cas  où  l'equation  (K)  contient  des  racines 
imaginaires.  Or  on  fçait  que  ces  racines  imaginaires 
font  toujours  en  nombre  pair  dans  l’equation  algébrique 
où  elles  fe  trouvent,  & qu’elles  peuvent  toujours  être 
partagées  deux  par  deux , de  façon  que  leur  produit  8c 
leur  fomme  foient  des  quantités  toutes  réelles.  Lors 
donc  que  l’equation  algébrique  (K)  contiendra  des  ra- 
cines imaginaires , elle  aura  toujours  pour  divifeur  une 
équation  réelle  du  fécond  degré,  de  la  forme  mm  — 
^m(Za%.V.h-¥hh  — o^  étant  un  angle,  ou  un  arc 
de  cercle,  dont  le  rayon  efl  l’unité  (Art.  CXLV. ),  8c 
dont  les  deux  racines  imaginaires  feront  b=:mQo%.y 
-+•  m.  Sin.  — 7 , & h — m(Zo%.V—m^\t[.V.f^ — 1 

( Art.  CXLV.  ) . Il  n’efl  donc  plus  queftion  que  de 
trouver  les  valeurs  particulières  de  /,  qui  repondent 
aux  divifeurs  réels  de  la  forme  mm  — imh.Qos.V-*- 
hb=-Oy  8c  qui  contiennent  chacun  deux  confiantes  ar- 
bitraires. 

Pour  cet  effet  nous  réduirons  d’abord  par  les  fub- 
llltutions  préfcrittes  le  divifeur  mm  — %m  b ,Qo%.V-^ 
hb=^o^  a l’equation  différentielle  o = — iwX 

■j^Cos.  8c  nous  chercherons  l’intégrale  de 

cette  équation  en  fuppofànt / = d’où  l’on 

Y y 
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tire  = ^ & 


d d/^mmCos.  .e 


* mx . Cos.  V 


U dx^-t-  2 m Cos.  F.  X 


P d U d x-^e””‘‘^°^’^ d d U . Subftituant  ces  va- 

leurs de/,  d/y  dd/  dans  l’equation  difTéremielle  o = 
tn  my  2 w Cos.  V -+  , on  la  transformera  en 

d X 

e = u—zmX 

Cos.  Fe” 


ix.Cos.l'  

” -r*  jnx  % Cos.  V 


dx 


- m m Cos.  F e" 


x-^2m  X 


Cos.  Fc  ^^c  & en  effaçant 

les  termes  qui  fe  detruifent , & divifant  par 
on  aura  mmu-^mmCos.F' ,u — im mCÔ^^ u-t- 

dx' 


= 0y  Oü  mmu(i~Cos.F")-i.d^=o  y ou  bien, 

d X ' 

par  ce  que  dans  le  cercle,  dont  le  rayon  eft  l’unité, 
Sin.  F^—i^C,qs.f'  y mm^KTF\-i.^=^o  & 

dx'  ’ 

wwSin.  udx  -^ddu^=.o.  Pour  intégrer  cette  équa- 
tion , on  k multipliera  par  zduy  & on  aura 
w w Sin.  ,2ududx  -i- 2 d u d d uz=zOy  dont  l’intégra- 
le, en  ajoutant  la  confiante  arbitraire  du  même  ordre, 
«*w*Sin.  F^dx^  , fera  m mS^\  ud x*~*.  d z= 
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a*m*Sin.  dx*  ; d’où  l’on  déduit  =n/^Sia.  X 

d **  , Sc,  en  tirant  la  racine  quarrée , • . =s 

y .*— «* 

wSin.  Or  — “ — —ds^  élément 

r a <■ 

d’un  arc  de  cercle  r , dont  le  Sinus  eft  , & le  rayon 
I.  On  aura  donc  d s=zmSia.V.d x,,  dont  l’intégrale, 
en  ajoutant  la  confiante  arbitraire  B , eft  j = w x Sin.  V 
—hB.  Puis  donc  que  la  quantité  wxSin.  f’'— »-B  peut 
être  prife  pour  un  arc  de  cercle,  dont  le  Sinus  eft  -j, 
& le  rayon  i , fi  l’on  defigne  par  A'  {mx Sin.  V-^ B ) 

cet  arc  de  cercle , dont  le  Sinus  eft  , on  aura 

~ = Sin.A'(m x.Sin.  y—h  B ) , & par  confequent 

» = a.Sin. ^(wx.Sin.  ^-+-B)  , 8c  fubftituant  cette 
valeur  de  u dans  l’equation  fuppofée 
on  aura  / = a<r”’*‘*"“''^Sin.^'(»»x.Sin.^'— t-B)  va- 
leur convenable  de  / pour  les  deux  racines  imaginai- 
res, ou  pour  le  divifeur  m m z m b,  C,os.V-^  b b =zo. 
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CCCCXCV. 

Ainfi  nous  avons  trouvé  toutes  les  valeurs  particu- 
lières de  dont  la  fomme  donne  l’intégrale  complette, 
réelle,  & finie  de  l’equation  difîérentielle  propofce(H), 
lorlque  les  racines  de  l’equation  algébrique  correfpon- 
dante  ( X ) font  toutes  réelles  ou  imaginaires,  toutes 
inégales.  Toute  la  difficulté  eft  donc  réduite  prefente- 
ment  a trouver  les  valeurs  de  y , avec  le  nombre  re- 
quis de  confiantes  arbitraires,  dans  le  cas  où  l’equation 
(/é)  contient  des  racines  imaginaires  égalés  entr’elles, 
c’efi  a dire , lorfque  cette  équation  ( K ) a pour  divi- 
feur  le  quarré  ou  le  cube , ou  une  autre  puiflânce  de 
la  quantité  réelle  mm — Z7nh  ,Cos,V—^b  bz=.o.  Or  puif 
quewïOT — imb.Cos.  V-i-bb=(b — mC<K.V — m Sin. K 
^ — i)-{b — mQos.V—^mSia.V.l^  — i),  on  aura  le 
quarré  [mm  — zmb.  Cos.  V->rh bY — wCos.f' — • 

wSin.  V.  ^ — X )*.(^ — Cos.  V — +- w Sin.  - — 7)*  , & 

généralement  la  puiflânce  [mm — zm bCx)%.V-¥b hŸ  — 

[b — m Cos.  V — mSiQ.V.  ^ — i f .[b  — m Cos.  V-^-mX 

Sin. — i)*.  Il  ne  s’agit  donc  plus,  que  de  trouver 
les  valeurs  de  / , dans  le  cas  ou  l’equation  [K)  a pour 
divifeur  une  puiflTance  de  la  forme  [b  — wCos.  y—mx 
Sin.  V.  y — I ^ * X [b  — m Cos.  — i )* . 
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CCCCXCVI. 


Nous  avons  vû  cy-deflus  que,  fi  l’equation  algé- 
brique (K)  a pour  divifeurs  ou  pour  fafleurs  les  équa- 
tions fui  vantes  — f—o^  {h — ff^o,  (h — fŸ 
{b — f)*  =zoy  les  valeurs  de  / qui  répondent  a chacu- 
ne  de  ces  équations,  feront  relpeélivement  / = e «, 

/z=/*(a. 




■ ^*)  , / = e^*(«-+/3x— *-y  «*— f- J' **)  , 


I \ 

»x  ) , 


/ = I-^x-4-7**— t-<rx^— »-  (7c. .... 

et,  7,  (T,  (7c.  & r étant  des  confiantes  arbitraires. 
Donc , fi  on  fait  fuccelfivement  /■=  m Cos.  V~¥m  X 
Sin.  V.i^  — I , & f=m  Cos.  y — mS'ia.V.y'  — i , le 
divifeur  fimple  b — mCos.y — m Sin.  V.y  — i = o de 
l’equation  {K)  donnera  ^ = ^ 

& le  divifeur  fimple  b — wCos.  F— »-wSin.  V.\/  — i — o 

J < mxCo%.y — m X Sin.  V.^  — i o < 

donnera / = ae  , a « a étant 

deux  confiantes  arbitraires;  par  confequent  le  produit 
de  ces  deux  divifeurs  {b  — m Cos.  V — wSin.  V.  ^ — i ).X 
( b — »» Cos.  y — HwSin.  y.  — i 2»i bCos.y 

-^bb  donnera  ^ = 
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, mxCa%.V — mxSin.K.*^ — i »i*Cos.K/  m * Sin.  K 

® c ■ € lac 

, I — m X Sin.  i'.  — i'\  »»  • , 

-*-3c  ).  Mais  nous  avons  trouvé  cy- 

defllis  que  le  divifcur  mm  — 2 >n  bCoî.  V-i- h h=zo 
donne  ^ = ^.Sin.  y/’(w *Sin.  1-5),  a"  8c  B 

étant  deux  confiantes  arbitraires.  On  aura  donc  l’ena- 

O 

lité  f”**^®*'  ^ ^ a ^mxSin.l'.  ‘ _|.a'ff — '"*Sin.  y.  — i ^ 

Siii>  ^4  :tSia.  B)  ^ d’où,  en  divifant 
par  r * '' ,on  tire  a f*”  * -+  y c“ 

= a'Sin..(^'(w*Sin.  f'-t-fi),  & en  multipliant  de  part 
& d’autre  par  on  trouve  -t- 

• k — »l»  xSin.  V»  m k C*  >9*/  r'*  yf  «\ 

• K e ax  SlQ.  y/  (wxSlU.  ) . 


CCCCXCVII. 

Suppofé  prefentement  que  le  quarré  {mm  — imbX 
Co%.  V-^ b by  y ou  le  produit  des  deux  quarrés  imagi- 
naires {b  — »îCos.  V — »»Sin.  V.  — i )*  X (b  — wX 

Cos.  F-i-  m Sin.  F.  — i )*  foit  un  divifeur  de  l’equ.a- 
tion  algébrique  (K),  & qu’on  veuille  trouver  la  va- 
leur de  /,  qui  répond  a ce  divifeur,  on  fera  fr=mX 
Cos.  F-+-OT  Si  n.  r.  — I , & enfuite / =zm  Cos.  V — <m  X 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  VII.  35P 

S\n.V.y  — i\  & le  faaeur  {b^m(ZQs,V—mSin.V.X 
donnera  (Art.  precedent) 

e (a^0x).  Le  fafleur  (b — 

f»  Cos.  m Sin.  V.  — î") * donnera  / = 

mxCos.f'  — m*Sin.I'. /^Z7/  > ^ \ , r 

(*“+/»*).  La  fomme  de  ces 

deux  valeurs  de  y donnera  la  valeur  de  /,  qui  répond 

au  quarré  propofé  {mm—2mbCos.V^bby^  cette 

valeur  fera  donc  ^ = 

^ . c„.  P-  _ . . s,,  r, ^ J ^ c.  ^ 


e”  * I y •»  * Siii.  y y — 1 ^ ^ J 


m X Cos.  y 


preced.  ) * 


a"Sin..^'(w*Sin.  r-»-5'),  & 

' = /î**Sin.  y/'(wj;sSin.  f'-t-B"); 
a",  /5',  B',  F'  étant  quatre  confiantes  arbitraires.  Donc 
la  valeur  de  y qui  répond  au  divifeur  (mm  — 2 mbCos.  V 
’-^bb)'  de  l'equation  (Fj  fera  >'=e’”*^®*'*^-[a*Sin.^'X 
(w*Sin.  V-^B  )— i-^”xSin.  A' (m xS\a. 
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Oq  trouvera  de  la  m5me  maniéré  la  valeur  de 
qui  répond  au  divifeur  {mm — %mbQ.o%.V-^bhf  , 

ou  ( ^ — rw  Cos.  î'— wSin.  V,  X { b— m Cos.  F-v 

mSin.y.t^ — i)^.  Car  en  fubftituant  mCos,V-^mX 
Sln.  V.  — I au  lieu  de  / dans  l’equation  {:t-^ 

-4-»***"'),  on  trouve  que 

le  faaeur  (b — wCos.^ — wSin.T.l'' — i)*donne/  = 

-+rx*  *);  & en  fubflituant  mCos.b' — mSia.y.f^ — i 

àu  lieu  de/  dans  l’equatiou  /=/“  (a'-hf>'x-h  yx*  -h 
i-Ô'c....-»-»'**'”*  ),  on  trouve  que  l’autre  faveur 
(b — »iCos.f'-4*»wSin.r.i^ — i )*  donne  /= 

-*./**—**);  la  fomme  de  ces  deux  valeurs  de  y fera 
la  valeur  de  /,  qui  répond  au  divifeur  propofô  {mm — 

2mQos.y.b-¥bbŸ\  par  confequent  cette  valeur  fera 

^_mMCos.y  . 

CTc..,.. -¥ix  ;-4*c  Xf 

^'x-4-  , 
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fi'x  -+  y**  -I-  -+•  /x*  — ‘ ) = e”  * ^ X 

(a  e"  * * Sin.r. 

-^-  |î'  * f-  ” * -4-  y V”  * Sin.  K. 


V X*  e“  ” * ' . 

— mxSin.  f'.y  — 


m xSin.  V.  — i 


-»-»x*“‘  X 


« --»->x"  — -ff  ‘),  Or 

mxSin.î'’.  — i , ■ 

O e -4*a  e 


k — I ^ — m X Sin.  y.  ^ — i ' 
m X Sin.  y.  ^ — i »«• 

~a  Sin. yî  (wxX 
Sin.  V-^  B ) ; /?  x -j-  (S-x 

=jS'xSin.^'(»;xSln.r-+fi'')  ; -y  x*  -4- 

7'x*ir  1 _ ^'(wxSin.  V-^B'“)  ; 


— I jn  X Sin.  K i 


(f  — X , 


CÎT'f.,  8c  généralement  vx*  * 

w X Sin*  f ^ I f».  « J. 

e — IX  Sin.A{mxSm.V—\-C);ay 

y" i Ô'c. , 5 , B",  B',  Ô’c. , 8c  C étant  des  con- 
fiantes arbitraires . Donc  la  valeur  de  ^ , qui  répond 
au  divifeur  de  l’équation  (K)  (mm  — 2mi6Cos,f^—t- 
b b)  fera  / = e’”*^°*'^-{]a’'Sin.  ^'(wxSin. t-B  )— »- 
fi'x  Sin.  A {^mx  Sin.  V — h B')  — +•  v"x*  Sin.  A {^mx  Sin.  V-^r 

B" ) -4-  cT'x^  Sin.  ( »7  X Sin.  V-\-  B*'^  ) — 4-  Ô’c. -4- 

»’x*“‘  Sin.  ^'(wx  Sin.  ^-4-C')}. 

Z Z 
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Il  fuit  de  ce  que  nous  avons  dit  jufqu’icy  que,  fi 
on  refout  toute  l’cquation  algébrique  (K)  en  fafleurs  réels , 
tels  que  h — f=.o^  b b — 2 >wi6Cos.  F— t-w  w = o , ou 

leurs  puilfances  ( h — f / = o,  (^b  b — im  b Cos.  V 

= la  valeur  de^,  qu’on  tirera  de  chaque  fa- 
fteur  fimple  b — /^=o  contiendra  une  confiante  arbi- 
traire; celle  qu’on  tirera  de  chaque  faéleur  de  deux  di- 
menfions,  h b — im  bQoî.V—\-mm  ^ contiendra  deux 
confiantes  arbitraires;  celle  qu’on  tirera  de  chaque  puit 
lance  {b  b — %mbQos.V-^mm)^  = o contiendra  le 

nombre  2^  de  confiantes  arbitraires,  de  forte  que  cha- 
que fâfleur  donnera  une  valeur  de  /,  qui  renfermera 
autant  de  confiantes  arbitraires  que  ce  faéleur  aura  de  ^ 
dimenfions;  par  confequent  la  fomme  de  toutes  ces  va- 
leurs particulières  de  y renfermera  autant  de  confiantes 
arbitraires,  qu’il  y aura  de  dimenfions  dans  le  produit  de 
tous  ces  faéleurs,  c’eft  a dire,  dans  l’equation  (K),  ou 
qu’il  y aura  d’unités  dans  fon  expofant;  & cette  fom- 
me donnera  l’intégrale  complette , réelle,  & finie  de 
l’equation  différentielle  propofée  (H). 
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D. 

Il  fuit  de  plus  que  cette  intégrale  ne  dépendra 
que  des  quadratures  de  l’hyperbole  & du  cercle,  Sc  que 
dans  tous  les  cas  particuliers  on  pourra  la  trouver  par 
les  tables  des  logarithmes,  & par  celles  des  Sinus.  El- 
le dépendra  des  logarithmes  feulement  dans  le  cas  ou 
l’equation  algébrique  {K)  ne  contiendra  que  des  racines 
réelles,  ou  quelle  pourra  fe  refoudre  toute  entière  en 

fafleurs  réels,  tels  que  b — /,  ou  {h — f)\  elle  dépen- 
dra des  finus  d’arcs  de  cercle  feulement , dans  le  cas  oh 
l’equation  (K)  ne  contiendra  que  des  racines  imaginai- 
res, ou  qu’elle  pourra  fe  refoudre  toute  entière  en  fa- 
veurs réels,  tels  que,  bb — 2>nbCos.V—\rmm ^ o\i[bb 

— imbC,o%,V-¥mm)  ; enfin  elle  dépendra  des  loga- 
rithmes, & des  fitius  d’arcs  de  cercle,  ou  de  la  quadra- 
ture de  l’hyperbole,  & de  celle  du  cercle,  dans  le  cas 
où  l’equation  (^)  aura  des  racines  réelles , & des  raci- 
nes imaginaires,  ou  quelle  pourra  fe  refoudre  partie  en 

faveurs  réels,  tels  que  b — /,  & {b — f)  y partie  en 
fafteurs  réels,  tels  que  b b — 2w  ACos.  f'— t-w»»,  Sc  (b  b 

— 2mbCos.f^—hmm)  . Nous  allons  appliquer  toute 
cette  théorie  aux  Problèmes  fuivants. 
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DI. 


PROBLEME  I.  Trouver  l’intégrale  complette  en 
termes  finis  réels  de  l’equation  difTérentielle  (H), 


0 — A J'' — H 


d X 


dx> 


■+&C. 


Nd 


dx“ 


’’  , dans 


laquelle  la  différence  eft  confiante,  & les  codficiens 
By  C,  Dy  ù‘c....,N  font  auffi  des  quantités  confian- 


tes ou  zéro . 

Solution.  I.°  On  écrira  dans  l’equation  différen- 
tielle  propofée  i au  lieu  de  /,  A au  lieu  àe-^yéèz\i 


lieu  de-^^,  & généralement  b au  lieu  de  ; 5c 
on  en  formera  l’equation  algébrique  {K)  y ou  o~A-^ 


Bh-^C  b^-*-D  b^  h”  y du  degré  n, 

2. °  On  decompofera  toute  cette  équation  en  fa* 
éleurs  réels,  tels  que  b — f—Oy  {b — ■/)  =o,  hb— 

%mb Cos. V—^mm  = o,  {^bb  — imb Cos. V-^- mm)  r=  o . 

3. ®  On  cherchera  les  valeurs  particulières  de  /, 
qui  repondent  a chacun  de  ces  fafleurs,  5c  chaque  fa- 
éleur  fimple,  comme  b — f~Oy  qui  n’a  point  d’autre 

faéleur  égal,  donnera  y=e^*a\  chaque  faéleur  compofé 
de  plufieurs  fa£leurs  fimples  5c  égaux  entr’eux,  comme 
i^b—'f)  —0  y donneny  — e (a— t- 
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3^3 

);  chaque  faftcur  de  deux  dimenfions, 
comme  bh  — zmbQos.V^mm'=.o^  qui  n’a  point  d’au- 
tre égal  donnera  oSin..<f'(OTxSin.  F— t- 

chaque  fa£leur  compofé  de  plufieurs  de  ces  fa- 
veurs de  deux  dimenfions  égaux  entr’eux , comme  {b b 

— imbÇ,os,y—\rmmŸ^^o^  donnera  X 

-(aSin.../'(»»xSin.  V—^E)  — »-/3xSin.  ..^'(mxSin.  F— +-C') 

— t- 7**Sin..^' (wxSin. P'-h-D')  — J'x^Sin. .^'(wx  Sin. 

—¥E')-^(D‘c. — x**“'  Sin.y/'(»jxSin.  ♦-Ar)^’  les 

lettres  y<S' , (yc.y  B\Cy  D\  Ey  (D’c.^N'  fignifiant 

des  confiantes  arbitraires;  Sin.  F fignifiant  le  finus  d’un 
arc,  ou  d’un  angle  F,  dont  le  rayon  efl  l’unité,  & 
Sin.y/'(»ixSin. F— fignifiant  le  finus  d’un  arc,  ou 
d’un  angle  =»jxSin.F—*-M'  pris  dans  le  même  cercle 
dont  le  rayon  efl  i. 

4.°  On  fera  la  fomme  de  toutes  ces  valeurs  par- 
ticulières de  & on  l’egalera  a /.  Cette  équation  fera, 
l’intégrale  complette,  réelle , Sc  finie  de  l’equation  dif- 
férentielle propofée  (H).  C.  ^ F,  T. 

DU. 

Exemple  I.  Trouver  l’intégrale  complette  de  l’e- 
quation  différentielle  du  fécond  ordre 
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En  écrivant  dans  cette  équation  i pour  b 

pour  Sc  h b pour  on  forme  l’equation  algé- 

brique o'==.a—^b  b-¥c  b h y ou,  en  divifànt  par  r, 
b b-^^-¥^—o.  Cette  équation  eft  compofée  de 

deux  faveurs  fimples  , ié— »-^-+-i^2^EÏZl=o  ^ & 

iJ— h”  — y qui  feront  réels  & inégaux 

fl  bb"^ \ac\  ils  feront  réels  & égaux,  fi  bb~\ac  y 
8c  ils  feront  imaginaires,  fi  bb  ^\ac. 

Dans  le  premier  Cas  on  comparera  l’un  après  l’au- 
tre ces  deux  faéleurs  avec  la  formule  b — f-o-,  qui 
donne / = Par  la  comparaifon  du  premier  fa- 

fleur  on  trouve  f = ■ . p^j.  confequent 

y — ne  . Par  la  comparaifon  du  fécond 

fafleur  on  trouve  f — — ^ -»•  — 4 « f ^ / = 

0 e *'  .La  fommô  de  ces  deux  valeurs  par- 
ticulières de  y donnera  l’intégrale  cherchée 

y = ae  “ -4-^e 
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Dans  le  fécond  Cas,  ou  bh  — :^ac^  & b■=.^ 
l’eq nation  différentielle  propofée  fera  o = l^'^ac 

—*•  y & l’equation  algébrique  b b h JL 

=0.  On  la  comparera  avec  la  for- 

mule  {h — f)  =0,  qui  donne / = (a— & 

on  aura  /=  — & pour  l’intégrale  cherchée  j>  — 

-xin 

e ‘(a— H/?*). 

Dans  le  troifieme  Cas  des  faéleurs  imaginaires,  on 
comparera  l’equation  bb—^^-¥-j=.o  avec  la  for- 
mule b h — zm  bCo%.V—^mm=zo  ^ qui  donne  / = 
” *00®"  ^ -Ço  Sin. w JC  Sin.  F-+- 21')  ]}■ , & on  aura 

= — : — 2otCos.P'=  — ; d’où  l’on  tire 

Cos.  r=  — ^ = & Sin. 

a caufc  que  dans  ie  cercle,  donc  le  rayon  efl  i, 
Sin.  I — Cos.  L’intégrale  cherchée  fera  donc 


e 

m m 


^ ± a c — b b 


y = c "{aSin.^'(iLi:i^ 


■B')}. 
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DIII. 


Exemple  II.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l’equation  différentielle  du  troifieme  ordre,  — 

J .J*  d J y ï a*  y 

~7?  *■  dxi  ■ 

On  trouve  par  les  fubftitutions  préfcrittes  cette 
équation  algébrique  o=i  — +-2 ou,  en 

divifant  par  2a^  , — ^«“e  équation 

fe  refout  en  deux  faéleurs,  ^ 

=0.  Le  premier  faéleur  fimple  étant  comparé  avec  la 

r 

formule  A — f=o  donne/= — rf,&/=r/*=ae 
L’autre  fafleur  étant  comparé  avec  la  formule  (b — f)^ 

M 

=0  donne /=-j,  & = f 

r M 

Donc  l’intégrale  complette  fera/ =3  c (/3-t-yx). 

DIV. 


0=/ 


Exemple  III. 

y 


Intégrer  l’equation 


différentielle 


L’equa- 
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L’equation  algébrique,  qu’on  trouve  par  les  fubfti- 

tutions  préfcrittes,  eft  o=i  — y o\x  IL  — 

qui  fe  rcfout  en  ces  deux  faveurs,  h — -i=o,  & b h 

-+•  =0.  Le  premier  fafteurfimple,  étant  comparé 

M 

avec  la  formule  b — /==o,  donne /=-j, 
l’autre  fa£leur,  ne  pouvant  fe  refoudre  en  faéleurs  fim- 
pies  & réels,  doit  être  comparé  avec  la  formule  bb— 
ïmbC,os.V—^mm=o  , Cette  comparaifon  donne  »j  = 
— , & Cos.  d’où  l’on  tire  Sin.  a 

caufe  de  S\a.y~f^  i — Cos. On  aura  donc  /=: 
m X Cos. ^ ^ ^ Sm.y-¥B')'y = e * /S Sin. A’X 
. L’intégrale  complette  fera/=ae'— ». 

g 

0 e Sin.  A'  -4-  B ) . 

DV. 

Exemple  IV.  Intégrer  l’equation  différentielle 

4 

du  quatrième  ordre  . 

Aaa 
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On  en  formera  par  fubftitution  l’equation  algebit- 
que  0=1 — a"  ^ ou  o — b* ^ = 7^  ^ 

Les  deux  faflcurs  fimples  & 

* 

réels  b - = o,  & b-¥  — ~o  donnent  y — ae  — 

» 

fie  * . Le  troifieme  faéîeur  b b-¥  — = o.  étant  com- 
paré  avec  la  formule  b b — ^mh  Cos.  mm  — Oj 
donne  »j  = -j , & Cos.  o ; d’où  l’on  tire  Sin.  F—  i , 

a caufe  de  Sin.  F=.  i — Cos.  F*.  Or  la  formule 
h b — zmbCos.V—^mm~o  donne  ^ = X 

V Sin. ^' ( »j X Sin.  V-^B  ) = 7 —♦•B  ^ dans 

le  cas  prefent  a caufe  de  l’expofant  w * Cos.  l^=o,  qui 

rend  Donc  l’intégrale  complette  de  l’e- 

# « 

quation  différentielle  propofée  fera  yz=.ae“  —^fie 
-4-  y Sin.  -+•  5'  y 
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DVI. 

Exemple  V.  Intégrer  l’equation  différentielle 

. «Vr 

a 

L’equation  algébrique  qui  en  refulte  par  les  fubfti- 
tutions  eft  0=1— ; d’où  l’on  tire  o'=.b  

— (^hb~>r^-^-^-¥—'\(hh — ^ — -4-  — ) . En  corn- 
parant  chacun  de  ces  faflcurs  avec  la  formule  b b — 
2 m Cos.  V-^mm  — Oy  on  trouve  pour  tous  les  deux 
>M  = -J , pour  le  premier  m Cos.  V= ^ & pour 


le  fécond  m Cos.  confequent  pour  tous 

les  deux  »>Sin.  refulte  de  là  que  l’inté- 

grale complette  de  l’equation  différentielle  propofée  fera 


Sin.^'^ 


n y'  i 


■B). 


• Sin.^'  X 


(7 


DVII. 

Exemple  VI.  Trouver  l’intégrale  complette  de 

J* 

l'équation  différentielle  d’un  ordre  quelconque  0 — -^. 
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L’equatioa  algébrique  qui  en  refulte  eft  , 

Or  toutes  les  racines  de  cette  équation  étant  égalés 
entr’elles,  on  doit  la  comparer  avec  la  formule  {^b — 

k 

f)  =0,  & on  aura  confequeut 

r 

e ~c  ~i  ^ & l’intégrale  complette  fera / = 

— t-y»*— t-Ô'c. . 

On  trouve  la  même  intégrale  complette , mais 
d’une  maniéré  beaucoup  plus  longue,  par  la  méthode 
ordinaire . Car  par  la  première  intégration  on  trouve 

g=  > multipliant  cette  équation  par  </*  , on 

JH  — T 

aura  adx—  ^ intégrant  une  fécondé  fois 

on  trouve  multij)liant  encore  par 

dxy  on  aura  axdx-^^dx=.  ; & en  intégrant 

pour  la  troificme  fois,  on  trouve  *-y=: 

~_r  I & continuant  ainfi  d intégrer  le  nombre  de  fois 
»,  & changeant  les  exprelTions  des  confiantes  arbitraires, 

on  trouvera  la  même  intégrale  complette  que  nous 
avons  déterminée  cy-deflus. 


\ 
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DVIII. 

Remarque  I.  Si  on  prend  un  nombre  quelcon- 
que de  fa£Ieurs  réels  d’une  ou  de  deux  dimenfions , ou 
leurs  puilTances , b-^a ^bb-^ab->fc ^ (^b-^a)  , 

{b b-¥a b-¥c)^  y & qu’on  égalé  leur  produit  a zéro, 
on  aura  une  équation  algébrique  de  la  forme  (R), 
dont  on  connoitra  tous  les  fafleurs  réels;  fubflituant 
cnfuite  dans  les  termes  de  cette  équation  y pour  b”  , 
^ pour  b , pour  b'  ^ Sc  generalement  pour  A” , 

on  en  formera  une  équation  différentielle  de  la  forme 
(H),  & de  l’ordre  qu’on  voudra,  dont  on  trouvera 
facilement  l’intégrale  par  le  Problème  precedent,  & on 
pourroit  de  cette  maniéré  conftruire  une  Table  genera- 
le des  différentielles  de  tous  les  ordres  de  la  forme 
(H)  & de  leurs  intégrales  refpeélives,  en  prenant  des 
fafleurs  convenables.  Suppofé,  par  exemple,  qu’on  pren- 
ne les  trois  faéleurs  réels,  b-^i^  bb-+b-^iy  Sc  (^bb 

— )* , & qu’on  égalé  leur  produit  a zéro , on 

aura  l’equation  algébrique  du  feptieme  degré,  o=i— 4- 
bb-^b  -¥b  -vb  -¥b  , dont  on  formera  par  les  fub- 
flitutions  préferittes  l’equation  différentielle  du  feptieme  or- 
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dre. 


0=/— t- 


d h d'f 


d't  d'y  iTy  ^ 

— r-H On  trou- 

dx*  dx^  dx^ 


vera  l’intégrale  complette  de  cette  équation,  en  cher- 
chant les  valeurs  particulières  de  /,  qui  répondent  a 
chacun  des  trois  faileurs  qu’on  a choifi , & en  égalant 
la  Tomme  de  ces  valeurs  particulières  a la  variable  y. 

Le  premier  fa£leur  b—^i  donnera  y=3e~’‘\  le  fécond 

« 

iàEitüt bb-^b-^i  donnera/ = j3r  ’Sin.yi''^^^  —♦•S'); 


le  troifieme  fafleur  {bb — b-¥iŸ  donnera / = >e*  X 

m 

Sin.yf’^*^’  4-C'^  — h<Axg*Sin. ; par 
confequent  l’intégrale  complette  fera  y — 3é~*-¥ 

•_  g 

* Sin.  -V  B'  ) -t-  7 e“  Sin.  ^ C'  ) 

-t-iAxe*  Sin.^(-L-J — h£)')  . On  peut  auflTi  pren- 

k 

dre  i&,  ou  là  puiflance  quelconque  b pour  un  des  fa- 
fleurs  réels , dont  le  produit  forme  l’equation  algé- 
brique {K) y Sc  en  comparant  le  fafleur  b avec  la 
formule  b — /,  on  aura  f=Oy  & la  valeur  de 

y,  qui  répond  au  lafleur  A,  fera  /=a7*=a,  a caufe 
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de  l’expofant  fs=.o.  De  même  en  comparant  le  fa- 

k k 

fleur  é avec  la  formule  (/b — f)  , on  zutà  f~o,  & 

= t-V*x— t-cTx* . 

DIX. 

REMARQ.UE  II.  Nous  avons  donné  dans  l’Art.  III, 
de  la  première  Partie  des  méthodes  generales,  & des 
Tables  pour  refoudre  en  fafleurs  réek  d’une  ou  de  deux 
dimenfîons  le  binôme  ztc",  & le  trinôme 
a c” h” z±c*"  ^ lorlque  » eft  un  nombre  entier  pofiiif 
quelconque.  Donc,  fi  on  fuppofe  b” :±,c’ 8c  h'" 
•:±ac’'  & que  dans  ces  deux  équations 

algébriques  on  fubUitue  / pour  b°  ^ pour  h , & 

pour  A*",  on  aura  les  deux  équations  différentiel- 
les de  la  forme  (H),  — — »-c’’/  = o,  & — 1- 

'•  ' ^ dx"  ' ’ dx^"  — 

J :rt  f*  "/  = 0 ) <lout  on  pourra  toujours  trouver 
les  intégrales  complettes  par  le  Problème  precedent.  Il 
elt  bon  d’obferver  icy  que  , fi  les  deux  équations  algé- 
briques etoient  ,6“  " r”  " = 0 , & b~  * " -k- a c~  " X 
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= on  les  reJairoIt  facilenient  a la  for- 
Biï  des  deux  premières  = & b' a c”  b” 

c^"=^Oy  dans  lefquelles  n eft  un  nombre  entier  pofitif. 
Car,  en  multipliant  toute  l’equation  = o 

par  c” b” ^ on  la  change  en  c’^b”  — o,  d’où  l’on  tire 
facilement  A’*::+c"  = o;  & de  môme,  en  multipliant 
l’autre  équation  par  c^’’b^'*y  on  la  changera  en 
ac” b’* d’où  l’on  tire  aifément  b^ ” -i- a c” b” 
^c'”  = o.  Il  ne  s’agit  donc  plus,  que  d’intégrer  les 

deux  équations  = 8c  ^ 

— dans  lefquelles  n eft  un  nombre  entier  pofi- 
tif, 8c  du  confiante;  c’eft  ce  que  nous  allons  faire  en 
deuil  dans  les  Problèmes  fuivants. 

DX. 

PROBLEME  II.  Trouver  l’intégrale  complette  de 

l’equation  différentielle  o = c’’y — j-J  . 

SoLUTiOK.  On  la  réduit  d’abord  a l’equation 

algébrique  o = c”  — , ou  b"  — c”  = o , qui  eft  tou- 

joun  divifible  par  h — c=(»,  quelque  foit  le  nombre 

n pair 
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n pair  ou  impair,  &,  (i  ce  nombre  eft  pair,  elle  a 

de  plus  b-^c  — o pour  fafteur  fimple.  Il  fuit  de  là, 
qu’on  aura  toujours  la  valeur  particulière  / = / * , quel- 
que foit  le  nombre  »,  & fi  ce  nombre  eft  pair,  on 
aura  de  plus  l’autre  valeur  particulière 
Tous  les  autres  faflcurs  Amples  de  l’equation 

^ — c” —0  font  imaginaires  , & ils  font  tous 

contenus  dans  les  fafleurs  réels  de  deux  diraenfions, 
qu’on  trouve  par  la  formule  generale  b b — icb.X 

Cos.l^— t-cf.=  o(Art.CLXiir.),  dans  laquelle  ■»  defigne 
la  demie  circonférence  d’un  cercle , dont  le  rayon  eft 
I.,  & z/u.  un  nombre  pair  quelconque  pas  plus  grand 
que  »,  par  confequent  un  arc  du  même  cercle 

au  rayon  i . 

Comparant  cette  formule  generale  b b — zr  A.Cos.^-^ 
-^ccz=.o  avec  le  faéleur  trinôme  bb — zmb. Cos,V 
-4-»;»i=:o,  on  trouve  »»=c.  Cos.  I^=Cos. , 

Sin. F=Sin.—^,  de  forte  que  le  fafleur 

£bb 
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b h — ^cb.C.os.^-^-^cc~bh — zmhC.os,  V-\-mm~o 
donnera  ^ = Sin.  (»w*Sin.  ♦-5')  = 

rxCos.lüI 

ae  " Sin. //'(fxSin.— ^ — hF).  Or,  comme  on 

trouve  ( Art.  CLXni.)  tous  les  faveurs  réels  de  deux 

dimciifions  du  binôme  b”  — r",  en  fubfHtu.int  fucceiïi- 
vement  au  lieu  de  2 /u.  tous  les  nombres  pairs  plus 
petits  que  n dans  la  formule  generale  b h — zeb)^ 

Cos.  iï-I— t-cc=o:  fl  on  fait  fucceflivement  les  mêmes 

n * 

fx.Cos.iJll 

fubftitutions  dans  la  valeur  generale/  = ap  * X 

Sin..(f'(c*Sin.  ) , on  aura  les  valeurs  particu- 

lières de  qui  repondent  a tous  les  fafleurs  réels  de 
deux  dimenfions  du  binôme  — c"  — o.  La  valeur 
particulière  de/,  fçavoir /=a/*,  qui  répond  au  fa- 
veur fimple  b — c fera  aulTi  contenue  dans  la  valeur 
xx.Cos.iüi 

generale / = ae  " Sin..(^^'(£‘xSin.  t-B). 

( 

Car,  en  faifant  2/^=0,  on  aura  Cos.>^-^=Cos.o=  i; 
Sin.  2-^=0,  & la  valeur  generale  de  / deviendra/^ 
«/*  Sin..//'(B'),  qu’on  peut  exprimer  par  a'/*,  en 
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fàiQnt  le  prodait  des  deux  confiantes  arbitraires  a & 
Sin.5'=a',  ou  en  l'exprimant  par  une  feule  confiante 
arbitraire  a . De  même , fi  « efl  un  nombre  pair , la  valeur 

particulière  de/,  fçavoir  qui  répond  au  fa- 

cleur  fimple  ù-t-c  fera  encore  contenue  dans  la  valeur 

c X . Cos 

generale/  — " Sin. .//'(r *Sin.— t-B)  . 

Car  en  fai  fan  t 2^=»,  on  aura  Cos.-^-^  = Cos.ir  = 

— I y 8c  Sin.  =Sin.T7  = o,  & la  valeur  generale/ = 

f».Cos.  UH 

ae  ” Sin. /^'(cxSin.  — *-B' ) deviendra  /= 

Sio.^’(B),  qu’on  peut  exprimer  par/ = a , 
en  mettant  la  confiante  arbitraire  a au  lieu  du  produit 
a Sin.  A' {B  ). 

On  trouvera  donc  toutes  les  valeurs  particulières 

„ ^ Ht 

f r Cos»  ■■ 

de/,  fl  dans  la  valeur  generale  y = :te  " X 

sin.  CcxSin.-i.!^,-t-B'^  on  fubflitue  fucceffivement 

au  lieu  de  zu-  tous  les  nombres  de  la  fuite  o,  2,  4, 
d,  8,  O’f.  jufqu’a  n inclufivement , lorfque  n efl  un 
nombre  pair,  & jufqu’a  » exclufivement , lorfque  n efl 
impair.  Donc  en  faifanc  la  fomme  de  toutes  les  va- 
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leurs  particulières  de  on  aura  pour  l’intégrale  com- 

plette  de  l’equation  diffcrenticlle  propofée  ^ = 4. 

cxCbs. -ü  fxCos.-!^ 

" Sin. J — »-5)— ♦•7e  * X 

f*  Cos.  il. 

Sin../^'(c*Sin.  ii — * Sin.  ( c » X 
Sin. , en  continuant ’les  termes  de 
cette  fuite , jufqua  ce  quelle  renferme  le  nombre  ^ 
de  confiantes  arbitraires,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
jufqua  ce  que  le  coefficient  de  ou  devienne 

plus  grand  que  l’unité.  Si  n e(l  un  nombre  impair , 

f*Cos.5^Li 

le  dernier  terme  de  cette  fuite  fera  ie  “X 

Sin. ./^'(c»Sin.  — t-N').  Car,  fi  n efl  un  nom- 

bre Impair , n — i fera  le  nombre  pair  le  plus  grand 
de  la  fuite  o,  2,  4,  rf,  Ô’r.,  jufqua  n exclufivement ; 
&,  fi  » efl  un  nombre  pair,  le  nombre  n fera  le  plus 
grand  de  la  fuite  o,  2,4,  tf,  Ô’r.,  jufqua  n inclufi- 
vement. 

Donc,  quelque  foit  le  nombre  »,  on  trouvera  fa- 
cilement l’intégrale  complette  de  l’équation  différentiel- 
le propofée.  C.  F.  T. 
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Exemple  I.  On  demande  l’intégralo  complette 

de  l’équation  différentielle  du  quatrième  ordre  — 

JÜ. 

d»*  ' 

En  comparant  cette  équation  différentielle  avec 
l’equation  generale  — on  trouve  » = 4> 

8c  c=i.  Donc  l’intégrale  complette  fera  / = 

r*  * 

* Sin. .rf'(*Sin.  ♦•7P*'^*’'’Sin. ./f' X 

( X Sin.  7T  -t-C) =a  e* -t- 13  Sin.  yf'  ( X R ) -+  y e~~ * ; 
puifque  Cos.-y=Oj  Sin.Y=i>  Cos.7r= — i,  & 
Sin.  ‘7  = 0 . 

Exemple  II.  On  demande  l’intégrale  de  cette 
équation  différentielle  du  cinquième  ordre  0=/  — 

Jl 

En  la  cemprant  avec  l’equation  différentielle 
o = , on  trouve  » = 5,  & c=l.  Donc 

X Cos.  JS. 

l’intégrale  complette  fera/ = ar*—H/3e  * Sin.^'X 

« Cos.  UL  . 

(xSiu.i^-^.B')-t--ye  ’ Sin. ^'(x Sin. -^5 — t-C) 

ou  / = a / -+- (3 e*  ° Sin. ^' ( X Sin. 
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^^*Cos.i44.®  Car  puifque  2 tt 

eft  la  circonférence  du  cercle  de  3^0.° , fera  de 
72.®,  & I+4*’’*  Or  Cos.  144°==  — Sin.  3d®  , 

& Sin.  i44°  = Sin.  35®. 

Dxr. 

PROBLEME  III.  Trouver  l’intégrale  coraplette  de 

jH 

l’equation  différentielle  0 = c”/ — . 

Solution  . Cette  différentielle  fe  réduit  par  les 
fubftitutions  préferittes  a l’equation  algébrique  b” -^c” 
= 0,  qui,  dans  les  cas  où  « eft  un  nombre  impair  a 
pour  diviÇfur  fimple  h-^c~o^  d’où  l’on  tire  / = 
ae~~‘* . Tous  les  autres  divifeurs  fimples  font  imagi- 
naires , & ils  font  tous  contenus  dans  les  faéleurs  réels 
de  deux  dimenfions,  qu’on  trouve  par  la  formule  ge- 
nerale h h — zch  Cos.  ‘ — t-  c c = 0 , en  fubftituant 

dans  la  fraélion  * tous  les  nombres  impairs  plus 

petits  que  n au  lieu  de  (Art.  CLXI. ).  En 

comparant  cette  formule  generale  avec  le  trinôme  b b-— 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  VII.  383 

im  bCos.y—¥mm=zoy  on  trouve  m = c;  Cos.^'= 


Cos.  ■ r=  il^îJLlL  ;&  Sin.f'— ; 

» ^ n ' a * 

de  forte  que  le  fafleur/è^ — zmb.C.o^.  V—^-mm  = o=.bb 
— zcb.(Zo<i.  V"'  — ♦■fc  donnera  la  valeur  generale 
jrz=.a  Sin.  yf'(OT»Sin.  ^-4-  -B  ) — 

o/*  • Sin.^'(c»Sin.-iii:ii-:l-i-B');  & la 

valeur  particulière  y—aé~^’‘  y qui  répond  au  fa£Ieur 
b~^c~Oy  lorfque  n eft  un  nombre  impair  fera  auffi 

^ lu-t-  1 ■r 

cxy^w.  ' 

contenue  dans  cette  valeur  generale/=ae  " X 

Sin.  ( r X Sin.  ^ — t- B ) en  fubftituant  2ft— t-i 

pour  n-y  car  alors  on  a Cos.  — = Cos. v = — i , 

& Sin.  =Sin.Tr  = o,  ce  quirend/  = ae 

S\a.A'{B)  y ou  / = ae“",  en  mettant  une  feule 
confiante  arbitraire  a,  pour  le  produit  aSin..<^'(B'). 

On  trouvera  donc  toutes  les  valeurs  particulières 

fxCos  * 

de  /,  fi  dans  la  valeur  generale  /=ae  ■ X 

Sin..!^'  (cxSin.-^~]|^  —t-B')  on  fubflitue  fucceffivement 
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tous  les  nombres  impairs  i,  3,  5,  7,  &c.  qui  ne 
font  pas  plus  grands  que  l’expofant  « ( Art.  CLXi.  ) 
& la  fomme  de  toutes  ces  valeurs  particulières  de  / 
donnera  l’intégrale  complette  cherchée 


f*Cos. T , 

j/  = e " Sin. ^ (f  *Sin.  — -+-S  ) 


c X Cos. 

■^c  - X 


Sin...4’'(  f *Sin.^  -4-C)  -+7 


rxCos.” 

e 


Sin.  *Sin. 


n 


-+-D')-4-Ô’c.  en  continuant  cette  fuite  jufqu’a  ce  qu- 
elle contienne  le  nombre  n de  conftantes  arbitraires , 


ce  qui  arrivera , fi  on  fubftitue  fucceffivement  toutes 
les  fraftions  , Ô’c.  qui  ne  furpaffent 

point  l’unité.  Lorfquc  n fera  un  nombre  pair,  le  der- 

nier  terme  de  la  fuite  fera  te  * Sin../^'(,cx.X 

Sin.  ‘ - -4- AT')  . Mais,  fi  « eft  un  nombre  im- 


pair , 


t X . Cot. 


le  dernier  terme  fera  te" 

t 

Sin.  c X Sin. — 


& le  penultieme 


pe  Slin. ./î  ^ c X bin. On  au- 

ra donc  dans  tous  les  cas  l’intégrale  complette  de  la 
différentielle  propofée.  C.  F.  T. 

Exemple.  On  propofe  de  trouver  l’intégrale 

complette  de  cette  équation  différentielle  du  feptieme 

ordre  _ 

■ 4x^  En 


/ 
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Ea  la  comparaot  avec  l’equation  dîffcrentielle 

0 = c' y , on  trouve  f = i , & » ==  7 ; donc , c: 

dx'  ’ /JJ 

fubftituant  ces  valeurs  dans  la  formule  generale,  on 

aura  pour  l’intégrale  complette  de  la  propofée  ^ = 

».Cos.  .1.  , -w  ^ 

ne  ^ Sin.yf'(*Sin.  — ^ $in..<^'X 

*Cm.^ 

“+■  J' c * . 

DXII. 

PROBLEME  IV.  Trouver  l’intégrale  complette  d* 

l’equation  différentielle  ^ I.— j- — c^^y  — o. 

Solution.  Cette  différentielle  fe  réduit  par  fub- 

ftitutions  a l’equation  algébrique  ” nt  2 « c”  <6* — c*’ 

= 0,  qui  efl:  le  produit  des  deux  faéleurs  réels  h 

<*£■*  — c”  a a—h  I 8c  ù”  aa-i- 1 =zo. 

Or  puifque  aa^i  ^ /»,  il  cft  évident  que  ^ac"  — 

c”t^aa-*-i  efl  une  quantité  négative,  qu’on  peut 

fuppofer  = — p”,  & qu’au  contraire  -+ a c" c"  X 

l/aa—^i  efl  une  quantité  pofitive,  qu’on  'peut  fup- 

C c c 
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pofer  =-+17’’.  Donc  les  deux  fa£leurs  feront  }” — ^ 
:=  0 , & /6”  -4-  = 0 . On  trouve  par  le  Problème  II. 

que  la  valeur  generale  de  /,  qui  répond  au  fafleur 

fx  Cos.  ll~ 

Ç — ^”  = 0,  efl  / = -4- /3e  * S\n.  A'(^p 

P X Cos. 

Sin.  *4-  il'  ) — 4-  V f " Sin.  ^pxS'w,  ^ -4-  C'  ) 

— 4-^7'e.,  & par  le  Probl.  III.  la  valeur  generale  de  / 
qui  répond  a l’autre  faéleur  <6"-4-^*  = o,  efl  /=: 

g X Cos.  — gx  Cos. 

me  " Sin. »Sin. 4-B’^— 4"(3’e  * X 

f»Cos.  âZ. 

Sin.  ..4’'(^*Sin.-^-4-C'') -4'y'e  " Sin.  ^ <7  * X 

Sin.  4-D')— 4-CÏ’f.,  en  fubftituant  q au  lieu  de  t 

dans  la  formule  generale  du  dit  Problème,  & en  écri- 
vant a au  lieu  de  o,  /s'  au  lieu  de  /3,  B’  au  lieu  de 
B',  C“  au  lieu  de  C',  (2‘c,  pour  éviter  la  confufion. 

La  fomme  de  ces  deux  valeurs  de  y donnera , 
pour  l’intégrale  complettc  de  la  diflcrentielle  propofée, 
l’equation  fuivante 
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387 


/== 


P X Cos.  iZ. 

* Sin.y^' (/>*Sln.-î^-+- fi')— H 

p X Cos.  — 

ye  " Sin. 4-C')  — H 

fxCos.ll 

J'e  * Siu. 

} X Cos.  — 

-i-ae  " Sin.  -J— »-fi*) -4- 

g X Cos.  .LL 

|6'f  * Sin.  X Siii.  -4- C")  -+• 

g X Cos.  LL 

ye  ’’Sin.A'ÇqxSin.-^—^D"'^-+&c. 

c.  F.  r. 


D X 1 1 1. 

Lemme  I.  Suppofé  que  tt  foit  la  demie  circonfé- 
rence d’un  cercle,  dont  le  rayon  eft  i,  & r un  arc  de 
cercle,  dont  le  Cofmus  foit  a on  trouvera  tous 
les  faveurs  réels  de  deux  dimenfions  du  trinôme  gene- 
ral " —h  2 a c"  b”  (ou  2 c’’ié’’Cos.  t)-+-c*"=:o,  en  fub- 
nituant  fuccelTivement  dans  la  formule  èb — 2r<éCos.X 
(*‘*~-^)-4-cc=o  tous  les  nombres  impairs  i>  3)  5>  7 
— 1 , au  lieu  de  ju . 
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On  démontré  cette  propofition  par  la  metliode  que 

nous  avons  donnée  Art.  CLVii.  Car  foit  b h — zcbÇ.o'i.M 
—^cc  — o.  Le  faéleur  réel  indéterminé  du  trinôme  ge- 
neral propofé,  une  des  deux  racines  de  ce  faéleur  fera 

b—cCos.M-^c  Cos.M  — i =rCos. AI— *-r Sin.M  X 


y — 1,  a caufe  de  l’égalité  Cos.M  -+Sin.M  =i.  On 
aura  donc  (Art.CLVlI.)  b” —c” Cos. 

— I , & b^"  — c^" Cos,  2 Sia.  Z» M.i'' — i. 
Si  on  fubllitue  ces  valeurs  de  & de  tP  dans  le 

trinôme  general  ” —H  2 c"  Cos.  r — t- c*  ” = o , il  de- 
viendra c"’Cos.  2 «M— t-f® "Sin. 2wM. — i-4-2c*”X 
Cos.wMCos.r— 1.2  f*”Sin. « AfCos.  T.^'^ — i — = o , 

d’oLi  l’on  tirera  fuivant  la  méthode  de  l’Art.  CLVii.  les 
deux  équations  fuivantes 

I,  c*"Cos.  2wM-+-2c*"Cos.»M.  Cos.  r— 0, 


ou,  en  divifant  par  c*",  Cos.  2 « M-4- 2 Cos.  wM. Cos.  t 

— +•  1 =0. 

II.  c*"Sin.  2 n M.  — i -+•  2 c*  " Sin.  » M.  Cos.  r .X 
— I =0,  ou,  en  divifant  par  c*  " — i , Sin.  2 n M 

-+•  a Sin.  » M.  Cos.  r =0 . 
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Or  on  a toujouri  (Art.  lxxiii.  ) Cos.  2 nM^ 


— 1 , 

2Cos.«  Aî  — I , 8c  Sin.  2 nM  — 2 Sin.  n M.  Cos.  n M, 

Donc,  en  fubfHtuant  2 Cos.nM  — i au  lieu  de  Cos. 2«AÎ 
dans  la  première  équation,  8c  2 Sin. »AZ.  Cos.  «Af  au 
lieu  de  Sin.  2 n M dans  la  fécondé , on  aura  par  la 

première  équation , 2 Cos.  « AI  — 2 Cos.  « M.  Cos.  t = 0 , 
8c,  en  divifant  par  2 Cos.wAI’,  Cos.  » Af-+Cos.  r =0; 
8c  on  trouvera  par  la  fécondé  équation  aSin.  ?;Af.X 
Cos.»  A/-+-2  Sin.  » Af.Cos.T=o,  8c,  en  divilànt  par 
2 Sin.»  A/,  on  aura  encore  Cos.  » A/— »-Cos.  t =0;  on 
aura  donc  par  ces  deux  equatiot»  Cos.  »A/= — Cos.  r. 

Mais  , Cos.  T étant  pofitif , on  a — Cos.  t =r 
Cos.(  77— t)  = Cos.  ( 3 77  — r ) = Cos.(  5 77  — T)=CÎ7r., 
8c  généralement  — Cos.  r = Cos.  ( |u 77 — t),  /u.  étant 
un  nombre  impair  quelconque.  Donc  dans  cette  fuppo- 
fition  on  aura  Cos. » Af=:Cos. (^77  — t),  par  confe- 
quent  l’arc  »Af=.u-»— t,  8c  Subrtituant 

cette  valeur  de  M dans  le  fafleur  indéterminé  hh-^ 
2 rACos.Af— H cc=o,  il  devient  h h — 2ch.Cos. 

-+-cr=o,  formule  qui  donnera  tous  les  faéleurs  réels 
de  deux  dimenfions  du  trinôme  general  propofé,  en 
fubflituaot  fuccelTivement  au  lieu  de  ,u  tous  les  nombres 
impairs  jufqu’a  2» — i inclufivement;  car  il  en  eft  inu- 
tile d’en  fubflituer  de  plus  grands,  par  ce  qu’ils  donne- 
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roient  les  nirmes  quantités  qu'on  auroit  déjà  trouvées 
par  les  mêmes  fubftitutions . C.  F.  D. 

DXIV. 

Lemme  il  Dans  la  fuppofition  du  Lcmme  prece- 
dent, on  trouve  tous  les  faéleurs  réels  de  deux  dlmenfions 
du  trinôme  general  — 2ac‘ ù"(o\x  — ic” /b” Cos.r')-^ 
c*"=o,  en  fubftituant  fucceflivement  dans  la  formule 
Ib  6—- 2 cl>  Cos.  0 y tous  les  nombres 

pairs  2,4,  d , 8 2 » au  lieu  de  (j.  . 

On  démontré  cette  propofition  comme  la  prece- 
dente. Car,  en  fuppofant  que  i>l> — 2c bCos.M-k- 
cc—o  foit  le  faéleur  double  indéterminé  du  trinôme 
general  propofé , on  aura  h — c Cos.  M— t-  c Sin.  M.  - 1 , 
& ayant  fublHtué  cette  valeur  de  ou  fes  puillànces 
au  lieu  de  , & de  /é"  dans  le  trinôme  general  pro- 
pofé , il  deviendra  c*  ” Cos.  2 n M-¥  c*  * Sin.  2 « M.  — i 
— 2 c*  " Cos.  n M.  Cos.  r — 2 c*  " Sin.  n M.  Cos.  r ,1^—  i 
=0,  d’oLi  l’on  tirera,  comme  dans  la  demon- 
llratioB  precedente,  Cos.«M— Cos. t=o,  & Cos, nM 
= Cos.T.  Mais,  Cos.  T étant  pofitif,  on  a toujours 
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Cos.  T = Cos.  (2  TJ  — r)=Cos.  (2  ■^-+T)=Ccs.(4-n — t) 

=Cos.(4'7r-H-r)  = Cos.(/ixTT^T),  (J.  étant  un  nom- 
bre pair  quelconque.  On  aura  donc  Cos.»M=Cos. X 
— nM=u.’n—T^  par  confe- 

quent  la  formule  des  fafleurs  doubles  deviendra  h h — 
IC  hCo%.  — ►cc=o;  &on  trouvera  ces  faéleurs 

réels  en  fubftituant  fuccelTivement  dans  cette  formule 
tous  les  nombres  pairs , jufqu’a  2 n inclufivement , au 
lieu  de  n;  car  il  feroit  inutile  d’en  fublHtuer  de  plus 
grands . C.  ^ F.  D. 

DXV. 

PROBLEME  V.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l’equation  différentielle  -+•  - ^ f ^ c*  = 0 . 

Solution  . On  réduit  cette  différentielle  a l’equa- 
tion  algébrique  h b — qui  efl  le  pro- 

duit des  deux  faéleurs  h"-¥ac”—\-c”l^ aa  — i=.o^  & 
h”—^ac’’ — c”t'''aa — i,  dans  lefqucls  ^ l , ou<»=i, 
ou  ^ I , ce  qui  donne  trois  Cas. 
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Cas  I.  Lorfque  a'p’  i ^ y'  aa — i fera  un  nombre 
pofitif  moindre  que  a\  par  coufequent  — t-ac”  — t- 
c"  ^ aa — -I  fera  aufli  une  quantité  pofitive,  & les 
deux  fafleurs  pourront  s exprimer  par  b -¥p  =o,  & 
b ^q”  — 0y  en  faifant  <7c’’-4-c" aa — i =— 4-p”,  Sc 
ac”  — c”l'^aa  — 1=— la  fomme  des  deux  valeurs 

generales  de  /,  qui  repondent  a ces  deux  fa£leurs,  & 
qu’on  trouve  par  le  Problème  III.  donnera  pour  l’inté- 
grale complette  de  la  différentielle  propofée  l’equation 
fui  van  te 


P g C«M y . r 

a c " Sin.  yf'  ( P * Sin.  — — B'  ^ — +• 

P g Cos.  XI 

* Sin.^'(p*Sin.-2;i-^C')-4- 

Cos.  XL 

y e " Sin» 

f X Cos.  — 

ha'e  Sin»  ^ ^ * Sin.  — — 4*  JB"  ^ 

5 (Cos.  XL 

fS'e  " Sin.  * Sin. »-C")  — I- 

î(Cos.Xl 

l ye  • Sia.^'(^«Siil.-^i-^D")-hÔ'c. 

Cas 
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Cas  II.  Lorfque  /»  = i,  l’equation  différentielle 
propofée  devient  — h — »-c*V=:o  , & fon 

‘ ‘ Jx'"  dx*  ’ 

équation  algébrique  eft  le  quarré  h*  " -i- 2 c”  b”  " :z: 

(i^"-+-c‘")*  = o,  dont  les  faéleurs  feront  auffi  quarrés  ; 
or  les  fafleurs  réels  de  deux  dimenfions  du  binôme 
b” -^c*  = o font  contenus  dans  la  formule  ^bb  — 


2c  b Cos.  ( J*~—  )7t— i-cc^  — & P^r  I2  Probl.  I. 

La  valeur  generale  de  qui  répond  a ce  quarré,  eft 


fxCos. 

/ = a C * 

’sin.^'(cxSin.  Gm-+i)» 

h-5) 

f*Cos. 

—¥^xe 

Sin.  A'  (^cx Sin.  “ 

Donc,  en  fubftituant 

fucceffivement  dans  cette 

valeur 

generale  de  / au  lieu  de  2 u — t- 1 les  nombres  impairs 
ï»  3>  5»  P^“^  grands  que 

»,  comme  dans  le  Problème  III.,  on  aura  pour  l’inté- 
grale complette  de  la  différentielle  propofée  l’equation 
fuivante 


D d d 


k 


Digitized  by  Google 


3P4  Elemevs  du  Calcul  Inte'gral 

( ex  Cos.  — 

Sin.  A'  (^c H Sin.  B' ^ 


a e 


e X Cos. 

fie  " Sin. *Sin. -î^-4-C’^  — H 

e X Cos.  — 

Yf  Sin.  X Sin.  ^ — +-iî*f. 


c X Cos.  — 

•ane  " Sin. ./^'(<■xSin. -h-B")  — ♦■ 

rxCos. 

fine  " Sin.  (exSin.  hC")-4- 

C X Cos.  .2^ 

y MC  * Sin.yf'(fxSin.ip-H-£)’^-t*<Î7’r. 


Cas  III.  Lorfque  <*  < I , les  deux  fa£leurs 

b”  ^ a c”  -*•  c”  a a — i:=o  font  imaginaires . Mais,  en 
prenant  l’arc  t dans  un  cercle,  dont  le  rayon  eft  i , 
de  forte  que  Cos.  t = /j,  on  trouvera  (Lemmel.  ) tous 
les  fa£Ieurs  réels  de  deux  dimenfions  de  l’equation  al- 
gébrique /6*  2 <»  c"  é»”  ( ou  — t-  2 c"  Cos.  t)— = 

en  fubflituant  fucceflivement  dans  la  formule  hb  — 
2 c/&Cos.-^^^j^— 4-cc=o  tous  les  nombres  impairs 

I,  3,  5,  7, 2»  — I.  au  lieu  de  n • Or  la 

^ valeur  generale  de  / , qui  répond  a cette  formule , eft 
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ciCos-ilHL 

(Prob.  !.)/=«  • Sin.^'(cxSin.-îiI^-»-B'). 

Donc,  en  fubAituant  fuccelllvemenc  dans  cette  valeur 

generale  de  / tous  les  nombres  impairs  i}3>S>7> 

m — 1 au  lieu  de  /ix , on  aura , pour  l’intégrale  cora- 
plette  de  la  différentielle  propofée , re<juation  fuivante 

( X Cos. 

ae  " Sin. yf” (cxSin. •- 

f«Cos..»*-T 

fie  * Sin..^'(fxSin.i.i^j— »- 

r»Cos.iJL=l 

T/ e Sio.^  ^fxSin. — +-D  ^ — H 

fxCOS.  («— 

&c. “ X 

Sin.  A'  Çcx Sin.  — ’’  -+  M' ) . 

[^C.  ^ F.  T. 

DXVI. 

PROBLEME  VI.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l'equatibn  différentielle  •j— — * — f-  c*  ”/ =o. 

a X <i 
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Solution.  Oa  refout  ce  Problème  comme  le 
precedent,  car  l’equation  algébrique,  qu’on  tire  par  fub- 
ftitutions  de  la  différentielle  propofée,  eft  — za”  b" 
— qui  eft  le  produit  des  deux  faveurs  b”  — 
a c”  — c"  a à — i =o,  & b"  — ac”  -t-c"  a a — i=o, 
dans  lefquels  /j  eff  ^ i , ou  = i , ou  ^ i , ce  qui  don- 
ne trois  Cas. 

Cas  I.  Lorfque  i , les  deux  fafleurs  font 
réels,  & peuvent  s’exprimer  par  tp — ^”  = 0,  & b"  — 
q-=.o^  en  faifint  ac”  —t-c”  a a — i ==^”,  & — 

I =^".  La  Tomme  des  deux  valeurs  genera- 
les de  /,  qui  repondent  a ces  deux  faileurs,  8c  qu’on 
trouve  par  le  Problème  II.  donnera,  pour  l’intégrale 
complette  de  la  différentielle  propofée,  l’equation  fui- 
vante 
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pxCos.H 

ae  — " Sin.  y/  * Sin. jB  ^ — h 

;>irCos.  — 

7f  " Sin.  * Sin. -i^-4- C'^— ♦- 

pxCos.  il. 

S'e  " Sin. -~-4-D'^-+-Û'f. 

yxCos.il. 

-4-/3'^  * Sin. ..4"  ^^«Sîn.-^— 

y X Cos.  il. 

-H-v'e  • Sin.y4'(^*Sin.i^-4-C') -+. 

yxCos.il 

J''e  " Sin. y4'(^xSin.-^ — hD"^— t-tÎT’r. 

Cas  II.  Lorfque  <»=i,  l’equation  différentielle 
propofée  devient  f-c*"/=o,  & fon  équa- 

tion algébrique  efl:  le  quarré  b — zc” b -¥c^” ^z^^b" 
— c’y=zoy  dont  les  facleurs  feront  auffi  quarrés.  Or 
les  faéleurs  réels  de  deux  dimenfions  du  binôme  b — c" 
= 0 font  contenus  dans  la  formule  b b — ic.éCos.  X 
ÜÜ— t-cc^o,  par  confequent  les  quarrés  de  ces  faéleurs 

feront  contenus  dans  le  quarré  {bb — aCiéCos.  i^-+ 
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fc)*=o,  &,  par  le  Problème  I.,  la  valeur  generale  de 

qui  répond  a ce  quarri  eft  y— ne  * Sin.^'X 
,,Cos 

(f xSln.  — 4-B)  — " Sin.^'(f*Sin.-~-+* 

C).  Donc,  en  fubftituant  fuccefllvement  dans  cette  va- 
leur generale  de  y au  lieu  de  z /x  les  nombres  o , 2 , 4 , 
d,  8,  iyc.  pas  plus  grands  que  «,  comme  dans  le  Pro- 
blème II,  on  aura  pour  l’intégrale  complette  l’equation 
fuivante 


/ = 


f 


*xCos.  15. 

a/*— t-/3r  * Sin. xSin.-^— — t- ' 

c — 

ye  * Sin. ^'(exSin. f-C)— »- 

exCos.iZ.  . 

J'e  • Sin.  v^'(cxSin. — t-D'^-hÛ'c. 

c X Cos.  * 

— ha'x/*— h/3'x<r  ” Sin..<f'(fxSin.^-»-B"^ 

t X Cos.  .iZ.  . 

-4->'xe  ” Sin..<^'(fxSin.-i; — 

c*Co$.  , 

J^'xe  " Sin.>^'(cxSin.-JJ^-+•D'')-^-Ô*^. 


\ 
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Cas  III.  Lorfque  a sC  i y les  deux  faéleurs  h —« 
/ic"  — t-c*  a a — I feront  imaginaires;  mais  en  prenant 
lare  T dans  le  cercle , dont  le  rayon  eft  i , de  forte 
que  Cos.r=/j,  on  trouvera  (Lem.  IL)  tous  les  fa- 
fleurs  réels  de  deux  dimenfions  de  l’equation  algébrique 
h — zac* h (ou,  —zc” h Cos.t)-*-c*"=o,  en  fub- 
Hituant  fuccelGvemcnt  dans  la  formule  h b — zch  X 
Cos. -+cc=o  tous  les  nombres  pairs  2, 4,^,8, 

Z»  au  lieu  de  m*  Or  la  valeur  generale  de/, 

qui  répond  a cette  formule  eft  (Problème  I.)  / = 

«/*Cos.  ; Sin.yf'-^rxSin.  Donc,  en 

\ 

fubftituant  fucceffivement  dans  cette  valeur  generale  de 
tous  les  nombres  pairs  jufqu’a  2»  inclufivement  au 
lieu  de  ft,  on  aura  pour  l’intégrale  complette  de  la 
différentielle  propofée , l’equation  fuivante 
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txCos^- 

ae  " Sin.  yf' ^cxSio. 


/ = 


exCos.11^  , . , 

(3ff  " Sin.yf'(cxSin..i^jp-i— *-C)' 

„Cos.li::i 

■yc  " Sln.^'^cxSin. 


&c. 


ex  Cos. 

.V<r  • X 


Sin.  A'  (^cx Sin.  ^ -+  M' ) . 
DXVII. 


Remarque.  Nous  avons  traitiî  dans  ce  Chapitre 
l’intégrale  de  l’equation  o = -»•  -+■  “+ 

dans  la  fuppofition 

dxi 

des  coefficiens  A^  B,  C,  D,  «Îî'f.  confiants.  Nous 
avons  de  plus  obfervé  qu’il  n’y  a point  de  méthode 
generale  pour  trouver  le  nombre  fuflifant  d’équations 
particulières  entre  / & x , lorfque  les  coefficients  de  la 
propofee  renferment  des  fonélions  de  x;  mais  quoiqu’on 
n’ait  pas  cette  méthode  pour  l’equation  generale  prece- 
dente, il  y a cependant  des  méthodes  d’une  affez  gran- 
de etendue  dans  des  cas  particuliers.  C’efl  ce  que  nous 
allons  expliquer  dans  le  Chapitre  fuivant. 

ÇHA-. 
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CHAPITRE  VIII. 


De  quelques  Méthodes  particulières  pour  trouver  les 
intégrales  complétées  des  équations  dijférentielles 
du  fécond  ordre  o — Ay~  1 ^ 

.-h  le/quelles 

dx  ejl  confiante^  Ô*  B,  C,  D 
font  des  fondions  de  x. 

DXVIII. 


JP Robleme  I.  L’equatlon  y — X fonflion  con- 
nue de  » étant  une  Intégrale  particulière  de  l’equation 
différentielle  0 — -+•  > trouver  l’inté- 

grale complette  de  cette  équation . 

Solution.  En  divifant  l’equation  propofée  par 

B 

c,  & fuppofant  — = /*,  — cette  équation  de- 

viendra P^— ♦■■^—  = 0,  dans  laquelle  P & 
feront  encore  des  fondions  de  *.  Or,  puifque  / = X, 
on  aura , en  différentiant , d/~dX  y d d y = dd  X , 

E e e 


4.0Î  Elemevs  du  Calcul  Imte'gral 
& , fubftiuiant  ces  valeurs  pour  / , , dd}f  dans  l’e- 

quation  P y -i-  *■  — t-  — ^ = o , elle  deviendra  P X — 

T ' dx'  ’ 

Oti  X fi  ii  X c r * 1’ 

h Suppolons  maintenant  que  1 cqua- 

tion  y — Xz,  foit  une  autre  intégrale  particulière  de 
l’equation  difTérenticlle  propofée , on  aura , en  difi'éren- 
tiant,  dy  = zd  X-+-Xd  Z ^ d dy=zzd  d X—¥  i d zd  X 
•^Xddzy  &,  fubftituant  ces  valeurs  pour  /,  <//, 
ddy  dans  l’equation  différentielle 

r=o,  elle  deviendra  PXg— ~ ~ 

H — j ^ J 1 -=0,  équation  que  nous  defignerons 

pr  (M).  Mais,  par  ce  qu’on  vient  de  trouver  PX-t- 


ddX 


dix 


1 - = o,  on  aura  aulTi  PXz-¥ 

a»*  ’ 


Q_zdX 


dx 


4- 


& retranchant  cette  quantité  de  l’equation 


/ ■nji\  •!  n.  L>Xdz  zdXdz  Xddz 
(M),  il  reftera  1 h 


dx 


dx* 


dx* 


:o  , & 


multipliant  le  tout  par  on  aura  -v 

^^  = 0.  L’intégrale  de  cette  quantité  différentielle 
cft  S.  X — 2 L.X  -+  L.dz  = 5".  ^d  m L,e  —H  Zn  — (- 
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L.d%  = L.e^'^‘^’' du  ^ en  fuppofant  L,e=i.  Il 
faut  égaler  cette  intégrale  a une  confiance  arbitraire  du 
même  ordre  L-^dx^  pour  avoir  l’cquation 
X*</z)  =i. /3</x,  ou  = , qui  fera 

l’intégrale  complette  de  l’equation  différentielle  ^d» 
_ idX  . ddz  ^ J J ^"'^‘dx 

-1 — T h - , — = 0 . On  aura  donc  dz=z , 

X a Z . X * ^ 

8cy  en  intégrant,  x = l3.S.- — — — i.  Par  confequent 

— l.^^dx 

l’equation  / = Xz~^ X.S.— — — fera  une  autre 

intégrale  particulière  de  l’equation  différentielle  propo- 

fée,  &,  en  fuppofant  que  a foit  une  conilante  arbitrai- 

-^‘dx 

re,  on  aura / = aX— t-jâX.S. pour  l’inté- 

grale complette  de  la  propofée.  C.  ^ F.  T. 

DXIX. 

Corollaire  I.  Si  dans  l’equation  différentielle 
propofée  *- ^^-+^=0  le  coefficient  P efl  égal 

a la  quantité  , dans  laquelle  X'=^,  &X* 

« 

^ X* 

= -j^;  l’equation  y^X  fonétion  dex  fera  un  intégrale 
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particulière  de  la  propofée , 8c  fou  intégrale  complette 

fera  l’equation  X^jtX.S.  — — — quelque  foie 


Car  fl  on  fuppofe  P= 


X' 

—PX‘—X' 


, l’equation  difle- 


rentielle  propofée  fera  (N) — f ' 


Qjh_ 
a K 


üi  = o.  Or  en  faifant  / = X,  on  aura  dy=zdX^ 

d X 

4^  = i^  = X',^  = i/X',^=i^=X’,  5cfub- 

dx  ax  'fl*  ' jgX  ax  ' 

lUtuant  X pour  X'  pour-^  , & X"  pour  dans 
l’equation  différentielle  (iV),  elle  deviendra  — -X,  X 
— ♦-j^X'-+-X'=o,  équation  identique.  Donc 
l’equation  / = X fera  une  intégrale  particulière  de 
l’equation  différentielle  (N),  8c  par  confequent  l’equa- 
tion  / = a X-^-^X.5. ^7-^  en  fera  l’intégrale 
complette . 


DXX. 


Corollaire  II.  Si  on  prend  pour  X 8c  pour  ^ 
deux  fonftions  quelconques  de  *,  8c  qu’on  les  fubftitue 
pour  X 8c  pour  dans  la  formule , — / . -+• 
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y — — 0 , & dans  fou  intégrale  y=aX—t- 

<tx  ^ J ^ 

J, 

0X.S.- — — — -y  on  aura  une  équation  difl'érentielle 
du  fécond  ordre  de  la  forme  propofée  dans  le  Problè- 
me I.  avec  fon  intégrale  complette,  & on  pourra  trou- 
ver de  cette  maniéré  une  infinité  d’équations  différen- 
tielles de  cette  forme  avec  leurs  intégrales  complettes . 

DXXI. 


Exemple  I.  En  prenant  X=x” , on  aura  d X 


w ^ Il  ii  X - m — X OA  . - 

— =A  i.X 

' a M.  ^ a X ' ^ 


— i d X* 


x”  ^—X"y  &C  fubflituant  ces  valeurs  pour  X,  X', 
X'  dans  l’equation  différentielle  (N),  elle  deviendra 

/ m O *”  — i . . O T . <>df 

ou 


— ntf 


■ Q.dr 

^ dx 


^ dJ  r 
<1** 


) 


8c  fon  intégrale 


complette  fera  5. quelque 

foit  Si  donc  l’on  prend  l’equation  diffé- 

rentielle fera  — -*-m — i.x 
j^=o,  & fon  intégrale  complette  j/z=zax”-i-^x" . X 
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S.  1. 


dx 


, a caufe  de  S.^d  x=S.a)«’’ 


WH-  l 


DXXII. 


Exemple II.  Én  prenant  X=za»" b x” 
on  aura  X'=w/7*”’ ~ ‘ » bx’"^^  , 

X"=m.  m — i.rf*”  *—♦■».» — i.bx  *— »-p.^ — i.  X 

ex"”*— HÛ'c.,  & fubdituant  ces  valeurs  dans  l’equa- 
tion  différentielle  — v.SiLlt£ — — p elle 

^ A dx  J ^ 

deviendra  — /-^^(w/jx”*  * —^nbx”  * —^pcx^  * 


-+  Û'f.  ) — f-  w.  w — I.  ij x”  * - 

tégrale  complette  fera  y=Z3(^ax” 
-¥^{ax”  -¥bx’‘  -¥cx^ S.- 


-M  n.n  — i b x”  * —h 
-4- — & fon  in* 

jf* 

— t-^x”— t-rx^  — 6'f. ) 


DXXIII. 


Corollaire  III.  Lorfqu’on  voudra  intégrer  une 
équation  différentielle  du  fécond  ordre  de  la  forme  pro- 
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pofée  dans  le  Problème  I.,  fi  on  peut  la  réduire  a une 

des  formules  différentielles  trouvées  par  le  Corollaire  II., 
on  aura  tout  d’un  coup  fon  intégrale  complette.  Sup- 
pofé,  par  exemple,  qu’on  fe  propofe  d’intégrer  l’equa- 
tion  différentielle  du  fécond  ordre  dd^-^-ax^ d/dx-^ 

J a at^df  ddf 

afxax  =0,  ou—a^x^ — r ^ y on  voit 
facilement  qu’on  peut  la  comparer  avec  la  formule  dif^ 
férentielle  de  l’Exemple  I.  — — i.x"”*) 


M X*  d f d d f O ’ X 1 

¥—jz * T— ^ quon  aura  ax  z=zax  y par 


d X jif- 

confequent  «=2;  & encore  my(ax 


■m- 


I.X-) 


= my{ax  — 4-w  — i.*  ^ ) =.  a xy  ^ d’ob  l’on  tire  m a x 

->rm.m — i.x~*=ax'y  par  confequent  m — 1=0,  & 
m = i.  Donc  l’intégrale  complette  de  l’equation  diffé- 
rentielle propofée  ddy-¥ax^dydx — ayxdx*kny=^ 


dt 


ax-^Â  x.S.  — 


dx 


DXXIV. 


Lemme.  L’equation  différentielle  de  l’ordre  », 


Cdd^ 

dx^ 


dx^ 


■&C. 


dx" 
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dans  laquelle  d»  ert  confiante,  & les  coelhciens  S, 

C,  £>,  Ô*c.  font  des  fonflions  de  «,  peut  toujours  s’a- 

balffer  d’un  degre',  ou  fe  réduire  a l’ordre  n — i . 

La  demonflration  de  ce  Lemme  cft  renfermée  dans 

l’Art.  ccccLXXix..  Il  ne  faut  que  faire 

& L.c—i;  en  prenant  les  différences , on  aura  = 


A 


X 


Jx 


^ -4.  (ÿc.  fubftituant  ces  valeurs  pour 

^ J ^ ^ J Û'c.  dans  l’equation  différentielle  propo- 


fée,  on  la  réduit  a cellc-cy,  o — Ae 


• Ce 


S.zdx  i 


S.zdxr^.î  . 


& en  divifant  par  qui  fe  trouve 

dans  tous  les  termes,  on  aura  o = A-+Bz—hcÇzz 
a»  équation  a 

deux  variables  * & *,  d'un  ordre  moindre  d’un  degré , 
que  la  propofée . Car  fi  on  fuppofe  n = i , la  ’propo- 
fée  fera  0 = ^/— & la  réduite  o=zA~i‘Bz, 

Si 
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Si  on  fuppofe  » = 2 , la  propofée  fera 
^ la  réduite 

Si  «=3,  la  propofée  fera  0 = Aj>  — f-  -+  — *• 

, & la  réduite,  « = ♦* 

dÇx}-*-  ^ autres. 

D X X V. 

PROBLEME  II.  Trouver  l’intégrale  complette  de 
l’equation  différentielle  du  fécond  ordre  o = A}>-t-^^ 

— *•  > O'*  o = Py  —H en  la  reduifant 

d’abord  a une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

Solution.  En  fuppofant on  réduira 
la  propoféc  a l’equation  fuivante  o=P— t-*z— f- 
, ou  0 = P </  X — dx—^xxdx-i-dzy  qui  efl 
du  premier  ordre,  5c  ne  contient  que  deux  variables  x, 

& Z , a caufe  que  les  coefficiens  P 5c  ^ font  des  fon- 
dions de  x;  on  cherchera  enfuite  l’intégrale  de  cetje 
équation  par  les  méthodes  que  nous  avons  données  - 

F f f 
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pour  les  équations  difiércntiellcs  de  cette  cfpece,  & on 

aura  par  cette  intégrale  la  valeur  de  z en  * & con- 
ftantcs,  ou  z = X fbnflion  connue  de  ».  Subftituant 
donc  cette  fon£Hon  au  lieu  de  z dans  la  différentielle 
zt/x,  on  trouvera,  par  la  première  Partie,  l’intégrale 
S.Xdx  — S.zdx^  qui  fera  une  autre  fonélion  de  x, 
& par  ce  que  ^ = on  aura/  = X',  fonélion 

connue  de  x,  équation  qui  fera  une  intégrale  particu- 
lière de  la  différentielle  propofée,  o = P^— 

— On  trouvera  donc  par  le  Problème  I.  l’intégrale 
complette  de  la  propofée,  qui  fera  ^ = a X'— *-/3X'.  X 

— ï.  , 

S.- C.  p.  F.  T. 

X'  ^ 

DXXVI. 

PROBLEME  III.  Trouver  les  cas,  dans  lefquels 
l’eq nation  différentielle  (A/)  du  fécond  ordre  (»-♦- 

pour  intégrale  particulière,  l’une  ou  l’autre  des  deux 
équations  fuivantes,  ou  toutes  les  deux. 
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fuite  finie,  dans  laquelle  les  coefticiens  B ^ 
Cy  Dy  (7c.  font  conllans. 

II.  / = 

— HÔ'f.  autre  fuite  finie  avec  les  coefticients  conllans. 


Premier  Cas  General. 

Solution  . On  fuppôfe  dans  ce  premier  Cas 
que  l’equation  finie  / = ♦- B t-C 

-4-0*c.  eft  une  intégrale  particulière  de  l’equation  diffé- 
rentielle {M).  On  aura  donc,  en  différentiant  dans 
la  fuppofition  de  confiante,  d/  = m A d x 

m ^ d X m — 2 ' d x — +• 

ù'c.  y Sc  ddjr=zm.m  — i . A x”’  X 

y»  — +■  « — I . B x’"~*‘”  *</ *,•*—»•»»  — +■  2 n . »»  — h 2 « — 1 .X 

Subfiituant  ces  valeurs  pour 
d^y  & dd/  dans  l’equation  différentielle  (M)  on 
aura  l’equation  identique  fuivante 
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im.m  — l •A*  — fj.m— h»  — t .B  x hi*  — l.Cjt  -4-  ^c. 


~+bm  . m — l. A x"~**—k-b,  «n— t-n  . m—h»  — l. B x"  "***-+  Of.  j 


• tmAx 


~+gA> 


-4-  Cx  m^^ft  • B X 
^ f m Ax^ 

-^hAx'" 


“ ^ ^ 1 W . I 

^ -+  C^f.  I 


• /.  -+0*^. 


_ m 4-  » J»  , 

- ^ c X -+  CT'tf.  ’ 


• é B > 


•&c. 


Cette  équation  étant  fuppofi^e  identique,  Tes  termes  ho- 
mologues feront  chacun  —o\  le  premier  terme  am.)^ 

m — i.A)T-irt:m  Ah"  -¥gAx*  étant  égalé  a zéro 
donnera  l’equation  am.m — i -4-cw— t-^  = o,  par  laquel- 
le on  déterminera  la  valeur  de  l’cxpofant  m.  Si  cette 
valeur  efl  réelle  & finie,  l’equation  / = B »""*■* 

— t-6*r.  pourra  avoir  lieu;  mais  fi  la  valeur  de  m eft 
imaginaire  ou  infinie,  cette  équation  n’aura  point  lieu. 
Or,  fi  <»=o,  on  aura  w= — fi  ^=o,  on  aura  m 
= î-^;  fi  c=o^  on  aura  »»  = -|-r±A^ 
fera  réelle,  lorfque — -j  fera  une  quantité  pofitive 
8c  OT  fera  imaginaire,  lorfque  ^ — -^fera  une  quantité  néga- 
tive , & en  general  on  trouve  m = — , 

f O J 4 
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qui  fera  réelle,  lorfque  (a — c)* — fera pofitive , &; 
w fera  imaginaire,  Iorfque(« — c)* — 4/r_g  fera  une  quan- 
tité négative.  Nous  fuppoferons  dans  la  fuité  que  la 
valeur  de»»  déterminée  par  l’equation  am.m — i-^cm 
-+•^  = 0,  eft  réelle  & finie. 

Le  fécond  terme  de  l’equation  identique  donnera 

(i».»w— I-W.OT-4-» — i 

fubftituant  dans  cette  équation  la 
valeur  de  g— — cm  — am.m — "ï , on  aura,  reduflion 
faite,  {cM—^^all.  (2  m-^n — i )B-+[bm.m — i -^fm 

i\  jr C n — (A— 4- /*m -4*^  OT  , m— O 

-4-^)-/f=o;parconfeQuentS=— ^ . 

' ^ ^ * fW— 1) 

Faifaut  les  mêmes  operations  fur  les  termes  fuivans 
de  l’equation  identique,  on  trouve 

^ __  — B (6  H-/,  m— ♦•>»— — i) 

ira— 4- ad  a ( 2 m — f Z « — i)  > 

— C f ^ m — 4- 1 g — 4-^  . m — t- 1 a . m — 1 »— î ) 

J r a-4- ; « a ( a ai  — I- J a— 1 ) > 

^ — D(A— ♦■/'.ai— H^a-+^.Bi— H^a.m-4-;a  — i) 

4m— 4-4aa(  a m— t-4a — i)  > 
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On  voit  p.ir  1^  que  le  codiieient  A u’eft  point  cleter- 
min<5,  & qu’il  fera  par  confequent  une  coiiüantc  arbi- 
traire , dont  la  détermination  donnera  celle  de  tous  les 
cocfticiens  fuivants , apres  qu’on  aura  trouvé  la  valeur 
réelle  & finie  de  l’expofant  m par  l’équation  am.m — i 

On  voit  encore  que  les  valeurs  de  ces  coefiieiens 
étant  une  fois  déterminées,  fi  un  feul  d’entr’eux  eft 
égal  a zéro,  tous  les  fuivants  s’evanoüi(Tent , & la 
fuite  y/*’"— t-Cx”'"*"*"— finira  parle 
terme  qui  précédé  tous  ceux,  dont  les  coefiieiens  s’evà- 
iioiiilfent . Ainfi , fi  on  fuppofe  B = o,  le  coefficient  C, 
qui  efi  égal  au  produit  de  — B par  une  autre  quanti- 
té s’évanouira,  8c  tous  les  autres  coefiieiens  fuivants 
s’évanouiront  par  la  m^me  raifon  ; la  fuite  finira  par 
le  premier  terme  Ax”'^  qui  précédé  le  terme  Bx"'"*'", 
8c  l’intégrale  particulière  de  l’equation  différentielle  pro- 
pofée  ( M)  fera  y=.Ax’".  Si  on  fuppofe  que  le  pre- 
mier coefficient  qui  s’évanouit  foit  C,  on  aura  D = o, 
£z=o,  Ô-f.,  8c  y^Ax”'-4rBx”~^”=iAx”'  — 


, & ainfi  des  autres  ; en  for- 


te que  dans  tous  ces  Cas  l’equation  finie  j^=^Ax”'—^ 

B x”~^’' -^C fera  un  intégrale  particuliè- 
re de  l’equation  différentielle  propofée  ( M) , dont  on 
trouvera  l’intégrale  complectc  & finie  par  le  Probl.  I. 
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Enfin,  fl  on  fait  attention  aux  valeurs  des  coeffi- 
cients B y C,  D,  Ù’c.  que  nous  avons  trouvées 
cy-deflus,  on  comprendra  que,  P reprefentant  un  de 
ces  coefficients  quelconques,  & le  coefficient  qui 
fuit  après  P,  on  aura  la  formule  generale 


-A/  » — +•  h . frt  — ^ A»'  »/ , nt  -4*  S n — I 


f «.  N-+  1 S — «■«•N  4-1  — 1) 


, & que 


cette  formule  fera  telle  qu’en  y écrivant  fucceffivement 
Z^  4)  ^ aura,  l'une 

après  l’autre,  les  valeurs  des  coefficiens  5,  C,  D,  £, 
Û'c.  Car  fi  on  fuppofe  N=0y  Sc  P = Aj  on  aura 


Si  o„  fuppofe  N=. 


& P=  B , on  aura  .^= 


B ( h — . w -f  »»  — f ^ . m -f-  « . w — f-  » — I 
2w— ha»  — x ) 


= C,  & ainfi  des  autres.  Donc  la  fuite  A x” -h B x’” " 


— t- C x” — 1- 6’c.  fera  finie  toutes  les  fols,  qu’après 
avoir  fubfiitué  pour  m fa  valeur  déterminée  par  l’equa- 


tion  am.rn  — i — hf ot-4-^  = o,  & pour  N un  nombre 


entier  pofitif  quelconque,  ou  zéro  dans  la  fraflion  ge- 


nerale (P))  ou 


m N n ^ i ) 

c n (N  -hi)— hrf»CN-*-i)(im-i-ff,N-4-i  — i) 


cette  fraélion  s’évanouira;  & alors  le  nombre  des  ter- 
mes de  la  fuite  finie  Ax" -^Bx”"^” -¥C 
(D'c.  fera  N-i-i.  Or  la  fraftion  (F)  s’evanoüit,  lorf- 


4i<î  Elemens  du  Calcul  Intégral 
que,  fon  dénominateur  étant  une  quantité  finie,  fon 
numérateur  devient  =o,  & encore,  lorfque,  le  numé- 
rateur étant  une  quantité  finie,  le  dénominateur  de- 
vient infini.  Mais,  par  ce  qu’on  fuppofe  que  toutes 
les  quantités  r, /*,  <6,  >>,  m,  & Ny  qui  entrent 

dans  cette  fonflion,  font  des  quantités  finies,  ou  zéro, 
fon  dénominateur  ne  peut  devenir  infini,  non  plus  que 
fon  numérateur.  Il  fuffira  donc  de  trouver  les  Cas 
particuliers  ou  le  numérateur 

l>(m Nn — i)  s’évanouit  par  les  fubfti- 
tutions  préferittes  des  valeurs  de  w & de  JV,  pourvù 
qu’en  faifant  les  mêmes  fubfiitutions  dans  le  dénomina- 
teur CW  ( N-t‘  I ) — «-flw(  N-¥-  1 ) ( 2»>— 4-w.  N—*~  I — X ), 
il  ne  s’evanoüilTe  pas  aulTi.  Car,  comme  la  raifon  de 
deux  quantités  infiniment  petites,  ou  qui  s’evanoüifient 
a la  fois  peut-être  une  quantité  finie,  on  ne  doit  pas 
conclure  que  la  fraftion  (F)  s’évanouit,  par  ce  que 
fon  numérateur  devient  nul,  fi  fon  dénominateur  s’eva- 
noüit  en  même  tems. 

On  trouvera  donc  les  cas  particuliers  dans  lefquels 
l’equation  différentielle  {M)  aura  pour  intégrale  parti- 
culière l'equation  finie  ♦- S -4- C *’"”*'*" 

-4-  0*c.,  en  fe  fervant  des  deux  équations  am.m — i 

-^cm—i-g=zoy  & 

Nn — Car,  après  avoir  fubftitué  dans  la  fécon- 
dé 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  VIII.  417 

de  équation  la  valeur  réelle,  & finie  de  w,  qu’on  aura 
déterminée  par  la  première  équation,  on  cherchera  la 
valeur  de  AI,  que  donne  la  fécondé  équation,  & dans 
tous  les  cas,  où  cette  valeur  fera  un  nbmbre  entier 
pofitif,  ou  zéro,  on  aura  pour  intégrale  particulière  de 
la  propoféc  (AI),  l’equation  finie  7'  = ./^*"'—+- 5*”’“*'" 
-4- C 6’r. , en  fubUituant  dans  cette  intégrale 

la  valeur  de  w,  & les  valeurs  des  coelficiens  B,  C,  D, 
û*f..  Detérminés  par  les  formules  que  nous  avons  don- 
nées cy— deflus,  après  avoir  mis  dans  ces  formules  pour 
m,  8c  pour  N leurs  valeurs,  pourvu  cependant  qu’en 
fubfUtuant  les  memes  valeurs  de  & de  AI  dans  le 
dénominateur  general  ( A'— 1- 1 ) -+/?«(  A'^— t- 1 ) (2  «1 

-4-». N-+I  — 1),  il  ne  s’evanoüifle  pas.  C.  ^ F.  T. 


Second  Cas  general. 

Solution  . Oa  fuppofe  dans  ce  fécond  Cas  qué 

l’equation  finie  f = •+  B'x^  ” —hC'x^  * —4- 

t-6'f.  eft  une  intégrale  particulière  de  l’equa- 
tion  différentielle  propofée  {M).  Donc,  en  prenant 
les  premières  & les  fécondés  différences  dans  la  fuppo- 
fition  de  dx  confiante,  on  aura  d^—pA'x'’~~'dx^ 

p—~n,Sx^  * d x~+p-^2  n.C x^  *”  ^ d x—h^c , 

Ggg 
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d (jy=.p . P — I.  A' *dx^—¥p — ».  p — n—i,  X 

E -^p  — 2». P — zn — l.Cx^  *"  *</** 

— fubfli tuant  ces  valeurs  pour/,  <//,  ddjf  dans 
l’equation  dificrentielle  (M),  on  aura  l’equatlou  iden- 
tique fuivante 

i p, p—  i,  A'x^~*  " —t-A-f — a . P — » — T . B'x^ -^A.p- 
-+  ap.  P — 1.  Ax^-hx.p 
-t-fp.A'x*’^” -+  f.  p — «-  B'xf-+ 

~4rCp.A'x^ 

^ hA'x^~*“  -+A.B»*’ 

g 

En  égalant  a zéro  les  termes  homologues  de  cette  e- 
quation  identique,  le  premier  terme  donnera  l’equation 
h~^fp-¥bp.p — 1=0,  par  laquelle  on  déterminera 
la  valeur  de  l’cxpofant  que  nous  fuppoferons  réelle 
& finie;  car,  fi  elle  etoit  imaginaire  ou  infinie,  l’equa- 
tion  ^ = A'x^  -*■  B'x^^” -+Cx’’'~^'' n’auroit 
point  lieu. 

Le  fécond  terme  'donnera  {h-A-f.p  — n-A-b.X 

P — n . P — « — I ) B — +•  ( g — + e P “+•  ^p  ' P — * ) ® • 

Subftituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  h — — fp 


— 2 n.  P — i»  — I.  Cx  ^ — f- 

— a , P — n — I . B‘x^~" -h  &c. 

f,  P — 11».  C X ^ — f Çyc. 

-t-c.p  — n.B'x'’  t-Cÿ'f. 

-(-i.C'x^~"-+CS-f.  I 


gB'x^  " -t-  &c. , 
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— bp.  P — i’ , on  trouvera^  redufUon  faite,  5'  = 

^ optant  de  même  fur  les  ter- 
mes fuivants  de  l’equation  identique,  on  trouvera 

Q! B'(g-+c.p  — »— — ».  P — » — 1)  , 

— ta  — i)  > 

P» CÇg-t-c.f^^-ha.p — ta.  P — ta — l)  . 

— J» — t)  ’ 


D'Çg-t-c.p-^^.  a-+a-p—;a. P — ja—l)  . 
4/ « — h 4 i' « C 4^»  — - I ) * 


On  voit  par  ù,  comme  dans  le  premier  Cas,  i.  ° que 
le  coefficient  A'  n’eft  point  déterminé,  & qu’il  fera 
par  confequent  une  confiante  arbitraire,  dont  la  déter- 
mination donnera  celle  de  tous  les  coefficients  fuivants, 
après  qu’on  aura  trouvé  la  valeur  de  l’expofant  p , par 
l’equatioii  h-^fp—^bp.p — i~o:  2.°  que  les  va- 
leurs de  ces  coefficients  étant  une  fois  déterminées,  fi 
un  feul  d’entr’eux  eft  égal  a zéro,  tous  les  fuivants 
s’évanouiront;  la  fuite  *”-f- 

(D'c,  finira  par  le  terme,  qui  précédé  tous  ceux  dont 
les  coefficiens  s’evanoüiflent  ; & l’equation  finie  / = 
A'J’—\‘BJ’  ” -¥C *-Ô*r.  fera  une  intégrale 

particulière  de  l’ équation  dilféreutielle  {M)y  dont  oti 
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trouvera  l’iniégrale  coinpletce  par  le  Problème  I.  : 
3.°  que  P reprefentant  un  de  ces  coefficients  quel- 
conque, & le  coefficient  qui  fuit  P'  immédiatement, 
on  aura  la  forntule  generale 


( ^ -4.  f . ^ JV  rf  , P — . , P — I ) 

/‘«(iV— »-l  — ».  j'T— H 1 — I ) 


qui  fera  telle  qu’en  y écrivant  fucceffivement  les  ter- 
mes de  la  fuite  naturelle  o,  i,  2,  3,  4,  'Û'c.  au  lieu 
de  N\  on  aura,  l’une  après  l’autre,  les  valeurs  des 
coefficiens  B',  C',  f/,  Ô'c. , d’où  l’on  conclût  que  la 


fuite  fera  finie , tou- 


tes les  foi;  qu’après  avoir  fubflitué  pour  p fa  valeur 
léclle  & finie , déterminée  par  l’equation  b-^fp—y 


bp. P — 1=0,  & pour  N'  un  nombre  entier  pofitif, 
ou  zéro  dans  la  fraflion  generale  (G),  ou 

g-*-c(p — N'n)-^j(,t — N'n){p — N'i7—\)  [■ 

* '-J. -J 1 . — -,  cette  fraflion 

j i)  -*■  I -+  ».  N -t-i  — i) 

s’évanouira:  & alors  N -*-i  fera  le  nombi'e  des  termes 


de  la  fuite  finie  A’ B' x!’ 

Or  la  fraflion  (G)  s’évanouit,  lorfque,  fon  déno- 
minateur étant  une  quantité  finie,  fon  numérateur  de- 
vient =0.  Il  fuffira  donc  de  trouver  les  cas  particu- 
liers, .ou  le  numérateur  g-^c{p  — N' n)  a (p  — 

N‘n)(p — N'ti  — i)  s’évanouit  par  les  fubllitutions 
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préfcrittes  des  valeurs  de  Sc  de  N\  pourvu  qu’en 
faifant  les  mêmes  fubltituticns  dans  le  dénominateur , 
fn(^N'—\-i  )~+ùn(N'—t-l)(2p-+n.  N-+1  — 1 
ce  dénominateur  ne  s’cvanoiiiire  p.os  aulTi . 

On  trouvera  donc  les  cas  particuliers  dans  Icfqueb 
l’cquation  différentielle  (M)  aura,  pour  intégrale  parti- 
culière, l’cquation  finie  / = 

En  fe  fervant  des  deux  équations  b-^fp-¥ 
bp.p — 1=0,  8c  — N'»)—i-/i(p  — A’'m)X 

(p  — N'n — i)=o.  Car  après  avoir  fubflitué  dans  la 
derniere  équation  la  valeur  réelle  & finie  de  />,  qu’on 
aura  déterminée  par  la  première  équation , on  cherche- 
ra la  valeur  de  N'  que  donne  la  féconde  équation,  & 
dans  tous  les  cas,  où  cette  valeur  fera  un  nombre  en- 
tier pofitif,  ou  zéro,  on  aura,  pour  intégrale  particu- 
lière de  la  propofée  (M),  l’cquation  finie /=y?”x^ -*■ 
B'x'^~"-+-Cx^"~*"— hô’c.  , en  fubftituant  dans  cette 
intégrale  la  valeur  de  />,  & les  valeurs  des  coefficiens 
B',  C',  D\  Û'f.  déterminées  par  les  formules  que  nous 
avons  données  cy-deflùs,  après  avoir  mis  dans  ces  for- 
mules pour  />,  & pour  N'  leurs  valeurs;  pourvu  ce- 
pendant qu’en  fubflituant  les  memes  valeurs  de  />  & 
de  N dans  le  dénominateur  general  fn(N'-*-i)-*- 
»•  I ) (2/»— ♦■«.iV  — H I — i),  il  ne  s’evanoüiflé 
pas.  C.  ^ F.  T. 
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TROISIEME  Cas  general. 

Solution.  On  fuppofc  dans  ce  troifieme  Cas  que 

les  deux  équations  finies  ^=Ax’" 

/ = font 

deux  intégrales  particulières  de  l'equation  dUrérentiellc 
propofée  (M).  On  refondra  donc  ce  troifieme  Cas  par 
les  deux  precedents,  en  fe  fervant  des  quatre  équations 
fuivantes 

I.  g—^cm—¥am(m — i)=o. 

II.  h~*-fp-^bp{p — i)~o. 

III.  Jb  Nn  — i )=zo. 

IV.  g-^-c^p—^rNn'j—^a^p  — Nn)(p  — N'»— i ) = o. 

On  déterminera  d’abord  les  valeurs  des  expofants  m 
8c  P par  la  première,  & par  la  fécondé  équation. 
Si  CCS  valeurs  font  réelles  8c  finies,  on  les  fubflituera 
au  lieu  de  m,  & de  p dans  les  deux  autres  équations, 
& on  cherchera  enfuite  les  valeurs  de  AT,  & de  AT, 
que  donnent  ces  deux  dernières  équations . Si  ces  va- 
leurs font  des  nombres  entiers  pofitifs,  ou  zéro,  les 

deux  équations  finies  / = B x” “*■*—»■  Ô'r. , fie 

*-c2J'c.  feront  deux  intégrales  parti- 
culières de  la  différentielle  propofée  (M);  la  fuite  Ax”' 
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Sx”* Cx” -+û'r.  ayant  le  nombre  des  ter- 
mes AT-+ 1 , & fes  coefficients  B,  C,  Ô'c. , étant 
déterminés  par  les  formules  du  premier  cas  general  ; & 
de  même  la  fuite  t-Ô'r., 

ayant  le  nombre  de  termes  AT  -+•  i , & fes  coefficients 
étant  déterminés  par  les  formules  du  fécond  cas  gene- 
ral. On  trouvera  de  cette  maniéré  les  cas  particuliers, 
dans  lesquels  l’equation  différentielle  (M)  a pour  inté- 
grales particulières  les  deux  équations / = Ô'r., 

& y~A‘x^ -\-<yc.  C.  F.  T. 

DXXVII. 


Corollaire  I.  Les  deux  premières  des  quatre 
équations , dont  nous  nous  fommes  fervis  dans  le  troi- 
ficme  Cas  general  donnent  g = — cm—aÇmm  — w), 
& — fp  — l’ipp — p)  • Subftituant  pour  A , fa 

valeur  dans  la  troifieme  équation 
b { ni  -h-  N /i)  {m  —*■  N n — i):=o,  on  aura  — f p — iX 
(^pp  — p)  —t-f(^m—^-Nn)—¥b(ni—t-Nii)(ni-^-Nn — i) 
= 0,  d’où  l’on  tire  /( — p-*-m~+Nn)  = b(pp — p) 
— t-AT»)*— par  confequent  /= 


[pp  — — (m  — t-  V wV  -+  m H-  N 

^ = i—p^m  — NH  , 


— — p — (w-4-A'^»))-; 

& Or 

m 
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iioui  a*'oiis  demoiîtrc,  que , fi  N ed  uii  nombre  entier 

pofitif,  ou  zéro,  l’equation  finie  / =z  yf  B x" 

•H-C*”'"*"  j-iT’f. , après  y avoir  fubfiitué  la  valeur 
de  m tirée  de  l’equation  g—*-cm-^-ani.7n — i=o, 
& les  valeurs  des  coefiîciens  B,  C,  D,  &c.  tirées  des 
formules  du  premier  Cas  general,  fera  une  intégrale 
particulière  de  l’equation  différentielle  (M),  & que  le 
nombre  des  termes  de  la  fuite  yî x*" —¥■  B m’"  ” -t- &c. 

fera  IV-t- 1 ; donc  ce  fera  la  même' cliofe , lorfque  la 

quantité  i fera  un  nombre  entier  pofitif, 

ou  zéro,  & alors  on  trouvera  l’intégrale  complette  de 
(M)  par  le  Problème!.,  puifque  la  faite  finie  Ax”-^ 
B û'f.  eft  une  foaflion  de  *. 

De  même,  fi  on  fubftitue  pour  ^ fa  valeur  — cm 
— i)  dans  la  quatrième  équation  5— — 
N'?t ) — »- ( P — N'n )(^  — N n — i)=o  , on  aura 
• — cm  — a (^m  m — m ) -*•  r ( P — N n)—^r.i(p  — N'n)X 
(p  — N'n — i)  = o,  d’où  l'on  tire  c( — m-^p — N'n) 
= æ(»»jw  — m) — a(^p — N n)^ -i-a  (p  — N'n)  ‘ par 

confequent  r=-J ^ = 

^i—m  — (/)  — N'n)~^-^  = — {p  — N'n)^8c 

N'= 
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— * -f  ffi-4- . ^ avons  démontré  que , 

fi  IST  eft  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro,  l’equatioa 

finie  / = A'x’ -*•  B'x^  ” *”-+-6’c. , après  y 
avoir  fubftitué  la  valeur  de  p tirée  de  l’equation  b-^ 
f p-irb P (p  — i)  = o,  & les  valeurs  des  coefficiens 
B\  C , D',  Ù'c.  tirées  des  formules  du  fécond  Cas  ge- 
neral, fera  une  intégrale  particulière  de  l’equation  dif- 
férentielle (M),  & que  le  nombre  des  termes  de  la 

fuite  A'k^-^B'k  fera  INT— «-i;  donc  ce  fera 

la  même  chofe,  lorfque  la  quantité  * fe- 


ra un  nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  & alors  on  trou- 
vera l’intégrale  complette  par  le  Problème  I. 

Donc  lorfqu’après  avoir  déterminé  les  valeurs  réel- 
les de  m & de  /)  par  les  deux  équations  g-^cm-^ 
am(m  — 1 )=oSc  à -t-fp—i-bp{p — i ) = o,  on  trou- 

, , , I — P — ^ 

ve  que  l’une  ou  l’autre  des  deux  quantités - , 


1 eft  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro, 

on  trouvera  l’intégrale  complette  de  (M)  par  le  Pro- 
blème I.  Mais,  fi  les  quantités  font  toutes  deux  des 
nombres  entiers  pofitifs,  ou  zéro,  l’intégrale  complette 


H h h 
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de  {M)  fera 

après  avoir  fubfti- 

tué  dans  les  deux  fuites  les  valeurs  de  »n  & de  p,  & 
celles  des  coelTiciens  A^B^C^&c.yA' yB\C'&c.^  car 
cette  intégrale  contiendra  deux  confiantes  arbitraires 
A y & A\  A fe  trouvant  dans  tous  les  termes  de  la 
première  fuite , & A'  dans  tous  ceux  de  la  fécondé . ' 


Dxxviir. 


Corollaire  II.  Une  équation  différentielle  quel- 
conque , de  l’ordre  & de  la  forme  de  l’equation  gene- 
rale (M),  étant  donnée,  on  peut  aifément  trouver  fi 
elle  efl  Intégrable  par  le  Problème  III.,  & quelle  efl 
fon  intégrale  complette.  Pour  cet  effet,  i.®  On  éga- 
lera tous  les  termes  de  l’equation  donnée  aux  termes 
homologues  de  l’equation  (M),  & on  déterminera  par 
Ik  les  valeurs  des  lettres  2.°  On 

fubflituera  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  g-^nn 
— m)  = o^8cù-t-f p-i-b{pp  — p)  = o;  enfui- 
tc  on  cherchera  par  ces  deux  équations  les  valeurs  de 
m 8c  de  p.  3.°  Si  ces  valeurs  ne  font  ny  imaginaires 
ny  infinies , on  les  fubflituera , auffi  bien  que  les  va- 
leurs des  autres  lettres  « dans  les  deux  quan- 


tues , & 


Si  après  ces  fub- 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  VIII.  427 

ftitutions  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  quantités,  ou 
toutes  les  deux  deviennent  des  nombres  entiers  pofitifs 
ou  zéro,  on  trouvera  l’intégrale  complette  de  la  difFé- 
renticlle  propolce  par  le  Corollaire  precedent . 

Exemple  I.  Soit  l’equation  donnée  (i-+-x^)X 
( I — f2  — / (4-4-dx*)  = o.  En  la  com- 

parant avec  l’equation  generale  (M),  ou  (/»— t-^x”)  X 
-+( c -^/‘x’')l^-+-/( 5-4- ^x** )=:<),  on  trouve- 
ra  4=1,  ^ = 1,  c—ï  ,/=2,  — 4,  b=z — tf , & 

n = i\  requation^=: — cm — am[m — i)  devient  4 = 
WOT,  d’où  l’on  tire  ra  = 2.  L’equation  h=. — fp  — 
b{pp — p)  devient  6=pp-^p\  d’où  l’on  tire  p— — 
3,  & p=2.  En  fe  fervant  des  valeurs  2 = w,  & — 

3=/»,  l’equation  N= i devient  N= 

^ l’equation  iV'-= 

vient  N'=  y"—~== — •“  * aura  donc,  pour 

intégrale  particulière  de  l’equation  donnée  y=.Ax^  ; 
& en  effet,  fi  on  fubftitue  A»*  pour/,  zAxdx  pour 
2.4</x*pour  ddy  dans  l’equation  donnée,  elle 


4z8  Elemens  du  Calcul  In’te'gral 
deviendra  identique.  Mais  l’autre  intégrale  particulière 
y ~ A' x~  ^ -¥B  x~  ^ n’aura  point  lieu,  puifque 
N'  n’eft*  pas  un  nombre  entier  pbfitif  njr  zéro. 

Si  on  s’etoit  fervi  des  valeurs  2=w,  8c  2=/>, 
on  auroit  eù  les  équations  A’’= — y,  8c  qui 

ne  donnent  point  d’intégrUcs  finies,  8c  AT=o,  qui 
donne  l’intégrale  y/'**  , qui  cft  la  meme  que  nous 
avons  trouvée,  en  fuppofant  2 =:w, &:  — 3=/».  Enfin, 
fi  on  fe  fort  des  valeurs  — 2 = »»,  8c — i—p^  on  aura 
JV=y,  & N'~  — y qui  ne  donnent  point  d’intégra- 
les finies . 

Exemple  II,  Soit  l’equation  donn'e 

= '.En  la 

comparant  avec  l’equation  (M),  on  trouve  /»  = i , i = 
I ,/=2,c  = 5,5  = — 12,^= — (?,&«=  3.  L’équa- 
tion g~ — cm — a {mm  — m)  devient  I2  = >w/w— t- 
4»j,  d’où  l’on  tire  »i=:2,  8cmz=z~-~6.  L’autre  équa- 
tion ù — — fp  — f>{pp — p)  devient  6 =zpp-i-p  ; d’où 
l’on  tire  />— — 3,  8cp  = z,  En  prenant  w = 2,  & 

p = — 3 , on  trouve  N=  l — t — Z — L = 


Digitized  by  Google 


/ 

II.  Partie.  Chap.  VIII. 


42p 


=0,  & N = = =1.  On  aura 

î i 

donc  les  deux  intégrales  particulières  y — Sc.y  — 

A" "^zA'x  t-S’x  ^ . Mais  par  ce  que 


B'= 


/n-+^n(  2 P — • n — i ^ S ^ 


cette  intégrale  fera 


^■=Ax'~^A'x  ^—^^A'x  En  effet,  fi  on  fub- 
ftitue  cette  valeur  de  /,  & les  valeurs  de  fes  différen- 
ces premières  & fécondés,  pour  dans  l’equa- 

tiop  donnée,  on  trouvera  quelle  devient  identique. 


DXXIX. 


Corollaire  III.  Si,  en  fuppofant  L.e=i^  on 
fait  ^ = on  aura,  en  différentiant , -^  = 

(-JJ— . Subftituant  ces  va- 
leurs dans  l’equation  (M),  on  aura  pour  fa  transfor- 
mée (V)^(a-¥Ù  x”)x^du-*‘(a—i-bx")u^  x^dx—i-(c-i- 
fx)uxdx-^{g-¥hx”)dx-^ro;  équation  différentielle 
du  premier  ordre , qui  fera  intégrable  dans  tous  les 
cas,  dans  lefquels  on  pourra  intégrer  l’equation  {M)  ; 
c’efl  a dire,  dans  tous  les  cas,  dans  lefquels,  après 
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avoir  déterminé  les  valeurs  de  m Sc  àc  p par  les  denx 

equations^=— cm— //(>«»«— »;)  , ScJ!>~ — f 
(/>/>— p),  on  trouvera  que  N",  ou  N'  eft  un  nombre 

entier  pofitif,  ou  zéro  dans  les  équations  N= î., 

c »T'  — I r C' 

& N =- Car  fl  on  tait  «=— — ,onaura 

= & fubfli tuant  ces  valeurs  pourw,  & 

pour  du  dans  l’equation  (?0>  retrouvera  l’equation 
(M).  Suppofé  donc  qu’on  ait  trouvé  une  intégrale  de 
l’equation  ( M)  8c  que  cette  intégrale  foit  / = X fou- 
élion  connue  de  x,  on  aura  d/~d  X=X'd  » y X' étant 
encore  une  fonétion  connue  de  x;  & fublHtuant  ces  va- 
leurs pour  / 8c  pour  <//  dans  l’equation  u~  on 

y ti  X 

X* 

aura  « = -j-  fonélion  connue  de  x , qui  fera  une 
intégrale  de  l’equation  (f'). 

DXXX. 

Remarque.'  Si  on  transforme  l’equation  {V) 
en  d’autres  équations  différentielles,  elles  feront  toutes 
intégrables  dans  les  Cas,  d^  lefquels  l’equation  (M) 
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peut  s’intégrer;  & on  peut  trouver  par  l'a  une  infinité 

d’équations  difTérenticlles  du  premier  ordre,  qu’on  pour- 
ra intégrer  en  les  reduifant  a l’equatioa  différentielle 
du  fécond  ordre  (3f).  Nous  allons  en  donner  des 
exemples  dans  le  Problème  fuivaat  & dans  fes  Corol- 
laires . 

DXXXI. 

PROBLEME  IV.  Transformer  l’equation  différentiel- 

f x”  ) U X d X—*- ù x" ')  ii xz=o  y dans  une  autre  de 
trois  termes  de  la  forme  fui  vante  d%-¥Pz.'dx-*‘ 
^dx  = Oy  P Si  jetant  des  fonélions  de  x. 

Solution.  En  fuppofant  « = Xz,  on  aura  du 
= zdX-\-Xdz  y Si  fubftituant  ces  valeurs  pour  w,  Sc 
pour  du  dans  l’equation  (V)  y on  aura  la  transformée 
(^a-^bx  ^ Z x^  d X -i- X Xdz—^(^a—^bx 

—*-f x”)Xzxdx—i-Çg-¥Ax’’)dxz:=o. 
Suppofant  enfuite  (c-*-fx’')Xzxdx—t‘(a-¥bx’’)X. 
xx^ dX—Oy  ou  bien  , en divilànt  par  zxy  (c— *-/x'’)X 
Xdx-+(a~^bx’’  )xdX=^Oy  la  transformée  dans  cette 


1 
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fuppofirioii  fera  (^a-i-bx’)x'  Xd%-\r(^a-^bx’)  X 
x-h{g-^bit')dx  = o,  ou  dz-^z*  Xdx~¥ 
ilrLif"l'L* , qui  a la  forme  qu’on  cherche,  pourvût  que 
X foit  une  fon£Hon  de  k.  Or  on  trouve  cette  valeur 
de  X par  l’equation  (^c-¥f x')Xdx—*-(a-i-bx’')xdX 


:o , ou 


{e-t-fx")dx  . dX 


0 . Car , en  donnant 


(«H-i*")»  ^ 

au  premier  membre  de  cette  équation  la  forme  fuivan- 

, fl  on  y ajoute,  & qu’on  en 


te 


retranche  en  môme  tems  la  quantité 


» * — f i ** 


aura  pour  ce  premier  membre 


' dx-^-iex’  ' dx-t-a  f t"  ' d*  — b ex"  ' dx  ed  x 

ax 


aa^a^i 


^ ; ik  l’equation  entière  fera  -h 

4l  ( 4 — f*  ^ ) 

(af-ic)x''-'dx  _^±x_  l’intégrale  eft  -L.x 

—4-  L.(a-hbx')  —hIm  X=o,  en  fuppofant 

la  confiante  =o.  Donc  L.  X=-~  ^ . L.  {a b x" ) 


i€—>t 


— L.x~L.(^a-*‘bx”)  —L.x‘—L, 


(j— t-ix") 


t'—f 

.il 


pair 
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it—,f 
* è • 


par  confcquent  X=  '*"*'  *^^ ^ foiiflion  de  * 


Donc  la  transformée  hz*X</x-t- 

en  y fubftituant  la  valeur  de  X,  qu’on  vient  de  trou- 

*‘  — ‘±  Z_» 

ver,  fera  /* 

x'  (x-4.ix") 

= 9,  que  nous  defigneroiis  par  {Z).  C.  ^ F.  T. 


DXXXII. 

Corollaire  I.  Cette  équation  (Z)  fera  intégra- 
ble par  le  Corollaire  III.  du  Problème  III.  toutes  les 
fois  qu’apres  avoir  déterminé  les  valeurs  de  w,  & de  p 
par  les  deux  équations  g= — cm — a(mm  — ;«),  & 
h= — fp  — ^(pp — p)y  Ofi  trouvera  que  N y ou  N' 
eft  un  nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  dans  l’une  & 

l’autre  de  ces  deux  équations,  N= , & N' 

P "4“  wf  ““  1 ^ ^ ^ 

= - . Si  N eft  un  nombre  entier  pofitif  ou 

zéro,  on  aura  l’equation  = 

&c.’,  2V-4- 1 étant  le  nombre  des  termes 

1 i i 
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dj  cette  fuite,  Sc  les  coeflicients  fi,  C,  D,  (^c.  étant 

déterminés  par  le  premier  Cas  general  da  Problème  III. 

Alors  on  aura  u—  = 

^ (i  X 

ru  A ï”*  ’ — f-  ( m — >»  ) /?  r**  ^ ( m — in')  C*""^**”*  .4. 

W * " -h  C X " ” -h  ci^f, 

( Probl.  III.  Coroll.  III.  ) , &,  par  ce  que  les  valeurs 
des  coefficients  B,  C,  D,  6v.  font  chacune  des  pro- 
duits de  la  confiante  arbitraire  A multipliée  par  d’autres 
confiantes  déterminées  ( Probl.  III.  Cas  I.  ) , il  cü  évi- 
dent que  cette  confiante  arbitraire  A s’evanonira  de  la 
v.nlcur  de  «<,  en  divifaut  par  A le  numérateur,  éc  le 
dénominateur  de  la  fraélion  qui  efl  ~u.  De  plus, 
par  ce  que  dans  la  folution  du  Problème  IV.  nous 

ê 

« x" 

avons  fuppofé  Xz  = «,  %■=:—— rrrr;  X 

. . a X « * • 

(4-i-i*  ) 

yî  »'• -H  S ’ -4- C ‘ ' -hCTf . 

A confiante  arbitraire,  équation  qui  fera  l’intégrale 
complette  de  l’equation  différentielle  {Z) . 

Si  A'"  efl  un  nombre  entier  pofitif  on  zéro , on 
aura  l’equation  y ~A  x C — 4-  &c.  ; 

étant  le  nombre  des  termes  de  cette  fuite,  £c 
les  coefficients  fi',  C',  D',  Ôc.  etaut  déterminés  par 
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le  Tecoud  Qis  du  Problème  III..  Alors  on  aura  u = 

df  (p^n)  B xf  — ~'  -+(/)— 

fraflion  d’où  la  conftante  arbitraire  A"  difparoitra  par 

la  divifion.  Donc  l’intégrale  coraplette  de  l’equation 

« 

m 

différentielle  (Z)  fera  dans  ce  Cas  *= * X 

confiante  arbitraire . 

D X X X 1 1 1. 

Corollaire  IL.  On  peut  par  différentes  fuppo- 
filions  déduire  de  l’equation  (Z)  une  infinité  d autres 
équations  différentielles  toutes  intégrables  de  la  même 
maniéré,  dont  on  fe  fert  pour  intégrer  cette  équation 
( Z ) . En  voici  quelques  Exemples. 

Si  on  fuppofe  bc  — af  dans  l’equation  (Z),  elle 

r t 

deviendra  — ——0 

a —4*^  Jf' 

& fi  on  fait  dans  cellc-cy  * * =r,  on  aura  k=z 

m • ^ 

r‘“' , dx=  t‘~'  dty  & fubftituant  ces  valeurs 
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pour  * & pour  d x dans  l’equation  ( G ) , on  trouvera , 

reduilion  faite,  l’equatioa  (H)dz-¥-  -4- 

4-Af  ^ ^ 

(a  — 

cm  — a{^mm  — »;),  A = — fp  — — />)>  psr 

lefquelles  on  détermine  les  valeurs  des  expofans  m , 
& P , la  première  ne  change  point , & la  fécondé  de- 


-.0. des  deux  équations  g = — 


vient  h=.  — — {cp-^a.pp — p),  en  y fubftituant 
^ au  lieu  de  /.  Des  deux  autres  équations  AT  = 

/ f 

— -T  ^ fw— I 

J , & AT  =-î J , la  première  de- 


vient N=^ , la  fécondé  demeurant  la  me- 

me,  de  forte  que,  fi  N~o,  on  aura  auffi  Pp—o, 
Si  N cft  un  nombre  pofitif,  N’  fera  le  m^mc  nombre 
pris  négativement,  & réciproquement.  Donc  les  deux 
équations  (G)  & (H)  feront  intégrables  par  le  Corol- 
laire precedent,  lorfqu’on  aura  ~ = i — p — >w,  ou 

I — P — m — — 


— =p— h»;— I,  8c  encore  lorfque 

L — 4*^— 4- w — t 


eu 


fera  un  nombre  entier  pofitif  ou  négatif. 
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Si  on  fuppofe  de  plus  c=zo  dans  l’cquation  (G), 

elle  deviendra  = 8c  on 

aura  les  équations  g — — a (mm  — w),  & h~ — 

ipp—p);  ^ ; par 

confequent  l’equation,  que  nous  venons  de  trouver  fera 


t — P — m 


lera  un 


intégrable , lorfque  — 1-  , ou 

nombre  entier  pofitif , ou  négatif,  ou  zéro . 

Si  on  fuppofe  c — a dans  l’equation  (G),  elle  de- 


viendra dz—^ 


— = 0^  QUI  fera  inte- 

* (x-Kix’)x  ’ ^ 

grable  par  le  Problème  precedent , lorfque  fera 

un  nombre  entier,  pofitif,  ou  négatif,  ou  zéro. 

Si  on  fuppofe  c = — a(» — i)  dans  l’equation 

(Z),  elle  deviendra  (K)  y dz-\-(a—^b  x”)  ’ X 


1 «- 
% X 


•Il  )<•*  „ A 

dx-i r=?=o,  & cette  meme 


x’^^'Cx-t-ix")  *• 


t—f 


équation  (-K),  en  faifànt  (a^bx")'"  =r,  après  les 
fubflitutions  & les  reduftions  ordinaires,  devient  (L), 


dz-¥- 


( ^ * 

Z*dt  ^1>X  — ob-^-ht''  * dt 


b—r 


= 0 . Ces  deux 
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e:|uatioiis  (K)  Sc  (L)  n.Tunt  imcgrablos  par  le  Corol- 
laire precedent,  lors  qu’après  avoir  déterminé  les  va- 
leurs Ai  P Sc  As  m par  les  deux  équations  b-^ — fp 
— i {p P — ^) , — cm  — a (»» m — m)  zzzam (»  — 

m ) , on  trouvera  que  ou  N cfl  un  nombre  entier 
pofitif,  ou  zéro  dans  les  deux  autres  équations  N~ 


, & N'  = 


hp-¥m  — I 


P -+  m — n 


qu 


on 


trouve  en  fublUtuant  — n-¥i  pour—. 


D X X X I V. 

Remarque.  On  peut  encore  refondre  le  Problè- 
me IV.  de  la  maniéré  fuivante.  Oa  fuppofe  u—Xz 
— t-R,  R étant  une  fonflion  inconnue  de  x,  & X en 
étant  une  autre  prife  a volonté,  & dont  on  connoit 
par  confequent  la  différence  dX~X  dx.  On  aura,  en 
différentiant  du  — Xdz-^zX  dx-^dR^  & fubflituant 
ces  valeurs  de  «,  & de  du  dans  i’equation  (^),  ou 
((»— t-^x")x*</«-4-(fl— *-^x")«*x*</x— t-(f— 4-y^x")«x^x 
—^(g-^bx”)dxz=o,  on  trouvera  pour  la  transformée 
( 4 — t- i x”  ) X * X Z — t- ( <» -*- i X * ) » * * X V X — t- ( -4- ^ x"  ) X 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  VIII. 


43P 


X*  d R.  a—^-bx"  j **  X*  a*  dx-t-  2 ( a-+bx"')  **  Xi?  a//* 

*-^x’’)**i?*<ix-+(c—t-y*")Xz*(a'x— H(f— +-y’x")X 


Rxdx—i-(g-+bx”)dx  — o. 

Pour  donner  a cette  transformée  la  forme  qu’on 
demande  dans  le  Problème  IV.,  on  fera  évanouir  les 
trois  termes  affeclés  de  a , en  fuppofant  (æ— *-^x”)X 
X*  a X’i/x— +•(<:— +-/'x")x*  a X'd x— 2 x’’)x*X  Rzdx 

4-/x” )Xax4ix=o,  & on  tirera  de  cette  équation 
la  valeur  de  R = ^ Litli qui  fera  une 

1 a , I " . ’ ^ 

fonclion  connue  de  x.  Puifqu’on  fuppofe  que  X Sc  X' 
font  des  fonilions  connues  de  x,  &,  en  difTérentianr, 
on  connoitra  d R,  que  nous  fuppoferons  =zR'dxy  R' 
étant  une  fonélion  connue  de  x. 

Or  la  transformée,  après  en  avoir  retranché  les 
trois  termes,  que  nous  avons  fait  evanoiiir,  fubftitué 

R'dx  pour  dRy  devient  (i'),  {tt—\‘bx')x'Xd%—¥ 

{a—^-bx")  X*  R'dx-{-(a—¥bx^)x^  X'  »*Jx— ♦-(/t-+^x’’)X 


X* R*dx-*-(c’-t-fx")Rxdx-^(g-^-/jx’')dx=o,  qu’on 
réduit,  en  diviunt  par  (//-4*i.x")x*  X,  a la  forme  dz 


Xdi 


■{ 


R R'  ((^f^’’\Rx-x(^-i.bx)-\  , 

' r dx—o 


{j-4-ix  )x‘ jf 


qui  eft  celle  qu’on  dcmandoit  dans  le  Problème  IV. 
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On  trouvera  l’intégrale  de  cette  équation  (T)  de 
la  même  maniéré  que  nouî  avons  trouvé  celle  de  l’c- 
quation  (Z)  dans  tous  les  Cas , dans  lefquels  , après 
avoir  déterminé  les  valeurs  de  >n  8c  du  p par  les  deux 
équations  — r»»  — a {mm  — w),  8c  h^=- — fp~“ 
b{pp — />),  on  trouvera  que  AT,  ou  N'  eft  un  nombre 
entier  pofitlf,  ou  zéro  dans  les  deux  autres  équations 

{ t 

I — P — m — 1 h»— t-n»  — t 

8c  IST  — - — 1 . 

n ' n 


On  pourra  auflâ  tirer  de  l’equation  (/')  d’autres 
formules  d’équations  difTérenticlles  intégrables  dans  les 
mêmes  Cas,  8c  de  la  même  maniéré,  en  faifant  difi'é- 
rentes  fuppofitions  pr.r  rapport  aux  confiantes  8c  aux 
variables,  qui  entrent  dans  cette  équation.  Nous  ne 
nous  étendrons  point  fur  cette  matière,  qui  n’a  d’autres 
difficultés  que  le  choix  des  fuppofitions,  & la  longueur 
des  calculs.  Nous  remarquerons  feulement  que,  la  fon- 
ftion  X étant  arbitraire,  elle  fournit  une  infinité  de 
fuppofitions  geherales  différentes. 


DXXXV. 

PROBLEME  V.  L’intégrale  de  l’équation  différen- 
tielle de  trois  termes  (E),  « = o 

étant  donnée , trouver  celle  de  l’cquatlon  différentielle 
de  quatre  termes  (G),  = o , 

P y R étant  des  fondions  de  x,  & </x  confiante. 

SOLU- 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  VIII.  441 

Solution,  i?  Suppofé  que  l’equation  u~X 
fonflion  connue  de  * foit  l’integrale  donnée  de  l’equa- 
tion  difTérentielle  {F):  prenez  la  différence  dX  de  cet- 
te fonélion,  & divifez-la  par  </*,  pour  avoir  X'  autre 
fonélion  connue  de  x. 

2?  Cherchez  (par  l’Art,  ccclxxxii.)  l’intégra- 
le de  l’equation  différentielle  dr  ■ 

0 X R X 

= (»,  dans  laquelle  & —j^r-  font  des  fonélions 

connues  de  x,  & que  cette  intégrale  foit  r-=zZ  autre 
fonélion  connue  de  x;  prenez  en  la  différence  </Z,  & 
divilêz^k  par  du  y pour  avoir  Z'  fonélion  de  x, 

3 ? Cherchez  encore  ( par  le  même  Article 
CCCLXXXII.)  l'intégrale  de  l’equation  différentielle  d» 
— ~k*'  — Z"</x  = o,  & que  cette  intégrale  (bit 
% — T fonélion  de  x,  on  aura  l’equation  y — Z — T 
pour  l’intégrale  de  l’equation  différentielle  de  quatre 
termes  (G).  C.  ^ F.  T. 

Démonstration.  Si  on  fuppofe  dy-¥Txd» 
=zo  y T 8c  Z étant  deux  nouvelles  variables,  on  aura 
dy~—‘Tzdxy  8c  ddy  — ‘—Tdzdx  — zdTdz. 
Subftituant  ces  valeurs  pour  <//,  8c  pour  ddy  dans 

l’equation  (G),  on  aura 

K k k 


4+3 
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li  X 

^y-^R  = Oj  OU,  en  multipliant  par  tjt-,  Sc  chan- 
geant les  lignes  d x-^z P d x—^  ^ "i*  — 

~ ^ = O ■ ajoutant  l’equation  dj/~^zTdx=zo^  on 
aura  (H),  d/-*-dz-^-(^zT—¥zP^ j — ■^'^dx 
— — :jr-  = o.  Cette  équation  (H)  feroit  intégrable,  fi 
elle  pouvoir  fc  réduire  a la  forme  (J^),  <//-+-</*— H 

(^y-+z)Vdx ^^  = 0,  fuppofé  que  V Sx.  T fulfent 

des  fonflions  connues  de  *;  car  en  faifant  »■=/-+•%, 
on  auroit  = & l’equation  (K)  devien- 

droit  dr-+rP'dx  — — dx  — Oy  dont  on  trouveroit 
l’intégrale  r — Z fonélion  connue  de  x (par  l’Article 
CCCLXXXII.),  &,  en  différentiant,  on  auroit  dr  — dy 
-^■dz  — dZ  — Z'dxy  & dy  = Z'd X — </z,  Z'  étant 
encore  une  fonélion  connue  de  x.  Enfuite  fubftituant 
pour  dy  la  valeur  Z'd x — dz  dans  l’equaiion  dy-t- 
zT d x = o ^ on  auroit,  en  changeant  les  lignes,  dz — 
zTdx  — Z'dx  = o^  autre  équation,  dont  on  trouve- 
roit encore  l’intégrale  » = /*,  fonélion  connue  de  x 
(par  l’Art.  cccLXXXii.).  On  auroit  donc  par  les  fup- 
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pofitlons  que  nous  avons  faites  y==-Z  — T,  pour  l’in- 
tégrale de  l’equation  différentielle  de  quatre  termes 
(G).  Car,  pulfque  r=/— t-z,  r~Z,  8c  z.  — T^  on 
aura  / = r — z = Z — T fonélion  connue  de  ».  Il 
ne  s’agit  donc  plus  que  de  réduire  l’équation  (H)  a la 
forme  ( K ) , & de  trouver  les  valeurs  de  T 8c  àa  V 
en  fonélions  de  x. 

Or  l’equation  (//),  ou  <//-+-</z-*-(zr-4-z/’-+- 
— 2^=0  fe  changera  en  (K),  ou  d/ 

-i-dz-^(z—t-^)  Vdx — fl  on  fait  (T'—4-P-4' 

dT  \ or  ,,  r,  ir-  r,  . dT  

)z — — y.  ou  T-+-P— = — 

8c  ^d x-^TTd x-^PT d M-*-dT=^o.  De  plus, 

fi  on  fuppofe  ^ t étant  une  nouvelle  varia- 

ble, 8c  L.e=i,  on  aura  d u=ze^'“^  ” tdx  ^ ddw=^ 
dtdx-ye^"'‘^’‘ttd x^  -J  8c  fubftituant  ces  valeurs 
pour  du,  8c  pour  ddu  dans  l’equation  de  trois  termes 

(f)on  la  transformera  dans  l’equation  fuivante, 
dt  S.tJx  . ri  S.tdx  ^ . /-)  S.tdx 

e tt—¥Pe  t—ir^e  laquelle 
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étant  divifée  par  , & multipliée  par  </*,  devient 
K-^ttdx—^P td x~^dt  = o^  équation,  qui  eft  la 
même  que  ^dx-i-TTdx—^-PTdx-^dT^io^  que 
nous  avons  trouvée  cy-<leflus  ; donc  les  valeurs  de  r , 
& de  r,  qu’on  trouveroit  en  intégrant  ces  deux  équa- 
tions doivent  être  la  même  fonélion  de  x. 

Maintenant,  pour  trouver  cette  fonêlion  de  m, 
qui  eft  =T,  on  fera  attention  aux  trois  équations 
u = Xy  d’où  l’on  tire 

par  confequent  L.X~L.e^‘^ * =S.T dx.L.e=S.Tdx, 
a caufe  de  L.e=i.  En  difTérentiant  de  part  & d’autre, 
on  aura-j-  = T</x;  mais  on  fuppofe  icy  dX=X'dx^ 
donc  on  aura  T = — , fonfUon  connue  de  x ; 8c  puif- 
que  F=— on  aura  aufti  F=z — fonélioncon- 

• R d X 

nue  de  x.  Donc  l’equation  dr-¥r  Fdx^^=o  de- 

Viendra  ar— — ~dx=o ^ comme  nous  la- 

vous  mife  dans  la  folution,  & fon  intégrale  fera 
fonélion  connue  de  x.  Donc  l’intégrale  de  l’cquation 
différentielle  de  quatre  termes  (G)  fera/=Z — î'. 
C.  p.  F.  D. 
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DXXXVI. 

Corollaire  I.  L’equation  différentielle  de  qua* 
tre  termes  (G)  fera  intégrable  dans  tous  les  Cas,  dans 
lefquels  l'equation  differentielle  de  trois  termes  (F) 
pourra  s’intégrer. 

DXXXVII. 

Corollaire  II.  Pour  trouver  une  intégrale  de 
l'equation  diflférentielle  de  quatre  termes 

*-11  = 0,  on  n’a  qu’a  retrancher  de  cette  équa- 
tion le  terme  R,  & ayant  mis  « pour  y dans  les  au- 
tres termes , chercher  par  les  Problèmes  precedens  l’in- 
tégrale de  l’equation  dififérentielle  de  trois  termes 
— = o . Enfuite  on  trouvera  l’intégrale 
de  l’equation  différentielle  de  quatre  terme;;  par  le 
prefent  Problème  V. 

DXXXVIII. 

PROBLEME  VI.  Une  intégrale  particulière  de 
l’equation  différentielle  de  trois  termes 
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^ étant  donnée,  trouver  l’intégrale  com- 

plette  de  l’cquatioti  différentielle  de  quatre  ternies 

= A y B y Cy  D ctaut  des 

fonélions  de  *,  & </x  confiante. 


Solution,  i?  Divifez  les  deux  équations  pro- 
pofées  pr  la  fonilion  C,  & ayant  fait  ^ =R,  =P, 

— =j^,  reduifez  ces  deux  équations  aux  fuivantes 


(F) 


dx* 


dx 


■+'^«  = 0,  & (G)- 


dx 


^y-^R  — 0 . 

^ ? L’intégrale  particulière  donnée  de  l’equation 
différentielle  de  trois  termes  (F)  étant  Tuppofée  u=zX 
fonélion  connue  de  *,  cherchez  pr  le  Problème  L 
une  autre  intégrale  particulière  de  la  même  équation 
(F),  que  cette  fécondé  int<%rale  foit  reprefentée 
par  l’eq nation  «=Z,  autre  fonélion  connue  de  x. 

3 ? Cherchez  enfuite  par  le  Problème  V.  les 
deux  intégrales  particulières  de  l’equation  différentielle 
de  quatre  termes  ( G ) , lefquelles  repondent  aux  deux 
intégrales  « = X,  & u — Z y 8c  que  ces  deux  intégra- 
les de  l’equation  ( G ) foient  reprefentées  par  les  deux 
équations  fuivantes  y=V  fonélion  connue  de  x , & 
y = F autre  fonélion  connue  de  k y on  aura , pour 
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l’integrale  complctte  de  Tequation  (G),  / = 
a 8c  ^ étant  deux  coudantes  arbitraires. 

Car  puifque/  = P',  8c  y — T font  deux  intégra- 
les particulières  de  l’equation  différentielle  (G),  ces 
deux  équations  / = 8c  y — 31'  en  feront  anfii 
deux  intégr.iles  particulières  8c  l’equatioa  y=zxF-^^'f 
en  fera  l’intégrale  complette , ainfi  qu’on  l'a  vît  dans 
le  Chapitre  precedent. 

DXXXIX. 

On  voit  par  les  Problèmes  precedents,  qu’étant 
donnée  l’intégrale  d’une  équation  différentielle  de  trois 
termes,  de  la  forme  t — o,on pourra 
toujours  trouver  l’intégrale  d’une  équation  difl'érentielle  de 
quatre  termes , delà  forme  = 

P,  R étant  des  fondions  de  *,  8c  dx  étant  cou- 

dante; c’ed  a dire,  que,  fi  on  fuppofe  R = o dans 
l’equation  difl'érentielle  de  quatre  termes , Sc  que  dans 
cette  fuppofition  on  trouve  l’intégrale  de 
-4-é^  = o,  on  trouvera  audi  l’intégrale  de  la  difl'é- 
rentielle, en  fuppofant  R foncHon  de  x. 

De  même  fi  on  trouve  l’intégrale  de  la  différen- 
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de  cette  forme  D-¥ 


B d r 


Cddy 


dans  la  fuppofition  de  D = o^  on  pourra  trouver  l’in- 
tégrale coraplette  de  cette  différentielle,  en  fuppofânt 
D fonéllon  de  x.  Cette  méthode  feroit  applicable 
aux  équations  différentielles  du  j*"® , , &c.  ordre , 

avec  les  mêmes  conditions;  d’où  il  paroit  qu’on  pour- 
roit  conclùre  generalement  qu’il  en  feroit  de  môme  a 
l’egard  de  toute  équation  différentielle  d’un  ordre  quel- 
conque; mais  nous  démontrerons  direéfement  cette  bel- 
le propoTition  de  Calcul  Intégral. 


DXL. 


Soit  l’equatlon  différentielle  (A)  Ay 

‘^'*5  laquelle  A, 

By  C...... Af,  X font  des  fonflions  de  x;  ft  ou 

a l’intégrale  d’une  différentielle  d’un  degré  quelconque 
de  la  forme  precedente,  dans  la  ruppofition  de  X—Oy 
on  pourra  auffi  trouver  l’intégrale,  dans  la  fuppofition 
de  X fonélion  de  x. 

Pour  le  démontrer,  on  multipliera  l’equation  {A) 

f 

par  ndxy  « étant  une  v'^able  indéterminée;  fintégra- 

le 
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le  fera  S.Azyd)t-^S.Bz^dx-^S.Cz^^dx~i- 

S.Dz  ——d x—^&c.:^S.Xzd X.  On  changera  enfuite 

d X*  “ 


chaque  intégrale  precedente  , fçavoir  S.Bz^dx , 
S.Cz </ * , S.Dz  dxf  en  fon  expreflion  équiva- 
lente (Art.  CCCXVII.)  Bzy  — S.^^^ydx;  Cz  — 


d.Cz 

dx 


•/ 


s. 


d\Cz 

dx* 


■ydx;  Dz 


£l 

dx^ 


d ,Dz  d f 

~7ir"d7-*- 


~j\~/  — S.-~~y dx ;&€.  en  obfervant  que  le  figne 


</,  di^ y (S'c.  de  différentiation  n’affeéle  que  les  quantités 
variables  qui  lui  font  jointes.  On  ordonne  enfuite  les 
termes  de  cette  équation  par  rapport  a / , pour  avoir 
l’expreflion  / ( 5 * 


é.C, 


rfx* 


(C: 


d.Dz 


¥<yc.)-^^{Dz—&r.) 


S.(^Az  — 
S.Xzdx, 


dx 
d.Bz 


a‘.c? 


d\Dz 

dxf 


■+  (yc.  y dx  — 


Suppofons  maintenant  l’eq nation  (B),  Az 


d.Bz 

dx 


^ = 0 y l’equation  precedente 

LU 


\ 
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{A)  fe  réduira  a celle-cy  (C),/(5z- 


</.Cs 


4x 


d'.Dz 


&C.') 


d.Dz 

^dx 


— &c.)’-i-&c.  = S.zXd X.  Or  cette  équation  eft  d’un 
ordre  différentiel  moins  elevé  d’une  unité  que  la  pre- 
mière équation  (A).  Donc  i ? SI  on  a une  valeur 
de  *,  qui  fatisfaffe  a l’equatlon  (S),  on  aura  une  in- 
tégrale de  l’equation  (^A)  en  fubftituant  cette  valeur 
dans  l’equation  (C).  2?  Si  on  peut  trouver  deux 

valeurs  de  * , qui  fatisfaffent  a l’equation  ( B ) , on  au- 
ra de  même,  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equation 
(C),  deux  intégrales  de  l’equation  (A) y au  moyen 
defquelles  on  fera  difparoitre  la  plus  haute  différentielle 
de  /,  ce  qui  donnera  une  fécondé  intégrale  de  la  pro- 
pofée;  & ainfî  de  fuite  on  trouveroit  différentes  inté- 
grales, fl  on  avoit  trois,  quatre,  8cc.  valeurs  différen- 
tes de  z;  & en  general  connoiftant  un  nombre  de 
valeurs  de  z égal  a celuy  de  l’expofant  de  l’ordre  de 
l’equation  (A)  y on  auroit  le  valeur  finie  & algébrique 
de  cette  équation. 


DXLI. 


Si  on  multiplie  l’equation  (B)  par  /•dx  y &,  fi 
on  en  prend  l’intégrale  par  parties  comme  nous  avons 
fait  a l’egard  de  l’equation  (A)  y en  faifant  difparoitre 
de  deffous  le  figne  S.  toutes  les  différences  de  z , on 
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aura , en  changeant  les  fignes , / ( S a;  — — f ' 

liante  : &,  en  faifant  A y 5 -t-  C -+  D -4» 

Û'f.  = 0,  & nommant  cette  équation  (D),  fi  on  or- 
donne l’equation  refultante  par  rapport  a x,  nous  au- 

ronsCE) 

-Kirt.  > ( D - 6ï.  Û-f- } -<•  TT  X 

t(D  — Ô'f.  )/  -♦■  Ô*f.  3"  — = confiante . Il  eft 

clair,  pr  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  Cliapitre 
precedent,  que,  fi  on  peut  trouver  une  valeur  de  /, 
qui  fatisfafle  a l’equation  (D)  on  aura  une  intégrale 
de  l’equation  (B).  On  auroit  donc  deux,  trois,  &c. 
intégrales  de  (5),  fi  on  conuoiiToit  deux,  trois,  &c. 
valeurs  de  y y 8c  en  general  on  auroit  l’intégrale  finie 
& algébrique  de  cette  même  équation,  fi  on  avoit  un 
nombre  de  valeurs  de  y égal  a celuy  de  l’expolânt  de 
l’equation  (B) , 
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Or  la  derniere  intégrale  contiendra  autant  de  con* 
fiantes  arbitraires,  qu’il  y a d'unités  dans  l’expofant  de 
l’ordre  de  l’equation  différentielle  (B).  Donc  fi  on 
fait  fucceffivement  toutes  ces  confiantes , moins  une , 
égalé  a zéro,  il  efi  évident  par  les  principes  du  Cha- 
pitre precedent,  qu’on  aura  autant  d’intégrales  particu- 
lières, 8c  par  confequent  autant  de  valeurs  de  z,  qu’il 
a d’unités  dans  l’expoCint  de  l’equation  (B).  Or  cet- 
te équation  efi  du  même  ordre  que  l’equation  (-^). 
Donc  on  trouvera  aufii  l’intégrale  finie  8c  algébrique  de  (A)  ; 

c efi  a dire  , que  l’equation  B -jj-irC — H 

D &c.  = X fera  intégrale  algébriquement,  toutes 

les  fois  qu’on  aura  m valeurs  de  « dans  le  cas  de  X = o, 
ni  étant  l’expolànt  de  l’ordre  différentiel  de  l’equation. 

DXLII. 

Si  on  n’avoit  que  le  nombre  de  valeurs  de  y 
exprimé  par  m — i,  c’efia  dire,  moindre  d’une  unité  que 
l’expolànt  de  l’ordre  différentiel,  dans  la  fuppofition  de 
X=o,  on  pourroit  encore  trouver  l’intégrale  algébrique 
de  l’equation  (^A').  Car  dans  ce  cas  on  auroit  un  nom- 
bre »>  — I d’équations  (£),  d’oîi  faifânt  difparoitre 
les  plus  hautes  différences  de  z , au  nombre  de  m — i , 
on  arriveroit  enfin  a une  équation,  qui  ne  renferme- 
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roit  plus  que  des  premières  différences , & de  la  forme 

=r;  V.  X’  & r étant  des  fonaions  de  x. 
Or  l’intégrale  de  cette  équation  fe  trouve  aifément  par 
de  fimples  fubditutions  (Article  CCCLXXXII. ) lefquels 

donnent  l’intégrale  cherchée  x=e 


DXLIII. 

Remar<iuk.  Nous  avons  déjà  obfervé  dans  le  Pro- 
blème IV.  de  ce  Chapitre , qu’on  peut  trouver  une  infini- 
té d’équations  différentielles  du  premier  ordre , intégra- 
bles par  les  méthodes  precedentes,  après  les  avoir  ré- 
duites a une  équation  différentielle  du  fécond  ordre . On 
peut  même  quelquefois  intégrer  plus  aifément  par  ces 
'"mêmes  méthodes  des  équations  différentielles  d’un  ordre 
fupérieur,  en  les  différentiant  de  nou/eau  dans  b fup- 
pofltion  de  confiante.  Soit,  par  exemple,  l’equation 
différentielle  du  fécond  ordre  (X') , 8</x*— 

elle  fè  réduit , en  b différentiant  une 
autre  fois,  a l’equation  très-Timple  du  troifieme  ordre 

(B)d  / =4<//</x*,  dont  on  trouve  facilement  l’inté- 
grale complette  (C) bquelle 
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équation  (C)  renferme  non  feulement  l’intégrale  complette 
de  l’equation  (B),  mais  contient  de  plus,  comme  un 
cas  particulier,  l’intégrale  complette  de  l’cquation  (//), 
puifque  cette  équation  (A)  cft  d’un  ordre  moins  elevé 
que  (B).  Il  faut  par  confequent  limiter  l’equation  in- 
tégrée (C),  & en  exclure  les  cas  Inutiles;  ce  qu’on 
fera  en  différentiant  deux  fois  l’equation  (C).  Car  il 
faut  qu’en  fubflituant  les  valeurs /,<//,  <////  trouvées 
par  cette  double  différentiation,  la  nouvelle  équation 
fatisfafle  a la  propofée  (A)  • ce  qu’on  obtiendra  en 

comparant  les  confiantes  ; ainfi  dans  le  cas  prefent  on 
aura  ^ — ^ confequent  l’intégrale  cherchée 

fera  . 

C’efl  icy  le  lieu  de  rappeller  ce  que  nous  avons 
obfervé  ( Art.  ccccxxii.  ) a l’egard  des  deux  différen- 
tielles ads-¥fidu^  8c  padu-t-p0du—i-y0ds—hfiads 
•~t-du.ç(ujs)-*-ds.(p'(uys).  Il  s’agit  de  déterminer 
les  quantités  a,  |3  par  les  conditions  que  tds-h/Sduy 
8c  padu —*•  p0d U -t- y 13 d s —*■  fiads —h d U.  (p (uys) —h 
ds,<p'(uys)  foient  l’une  8c  l’autre  des  différentielles 
complettes.  On  fera  ad s-+^du=zdq y 8c  fubfUtuant 
dans  la  fécondé  différentielle  les  valeurs  de  a & ^ en 
on  aura  par  le  theoreme  fondamental  du  calcul,  & 
par  les  conditions  d’intégrabilité , l’equation  fuivante 
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a ^ ■ ‘^•*(«.0  _ (a*?)  ■ „ f A)  , 

, d'oîi  l'on  tire  y 

^ ^ auds  * Au 


(</*?) 

df  P 


C </*rf  ) 

~*‘Pa'sau  > ^ confequent 


iüll_*.üîf2  — !..  (A)  ■ 1“  . ( A)  d.V(u,s) 

ds'  didm  t ’ di,*  t di  ,du 

— > & en  mettant  y au  lieu  de 


d- *(",>) 


tdm 


aura 


jjj — , f au  lieu  de  y , & ^ a la  place  de  -y , 

i£ll -4.  I£ll  — . I£ll  . t I£ll_^  „ 

jVr»  dtdu  * / y 


on 


ou 


^ = fe  «■ 

duit  a l^  = c.  L±^-^g,  » c“ 

Enfin,  fi  on  fait  ■—  = *,  on  decompo- 

fera  l’equation  dans  les  deux  fuivantes  -^=:*  , & 
dz  (A) 

=^*77-*-c»— 7 1-/;  comme  on  voit  en  différen- 


tiant,  8c  failant  ds  confiante.  Or  ces  équations  font 
coraprifes  dans  celles,  que  nous  avons  traitées  (Article 
CCCCLXXX.  ). 
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CHAPITRE  IX. 

De  la  Metbode  des  Variations  w 

^ ^^J"ous  établirons  dans  ce  Cliapltre  les  principes 

neceflaires  pour  entendre  les  nouvelles  méthodes  les 
ut  ctL>«Ks  plus  generales,  qu’on  a trouvées  dans  l’analife  des  infi- 

^ lefquelles  on  a cherché  a perfectionner  le 
u'^eh.Kd.  ^ Calcul  Intégral.  Nous  commençerons  par  la  methoile 

'^<i;A‘.<?»i<74*/des  Variations  que  M.'’  Euler  a donnée  dans  le  Tome 


/ 


X.  des  nouveaux  Commentaires  de  l’Academie  de  Pe- 
I tersbourg,  année  17^4..  Cette  méthode  comprend  le 

Calcul  des  Variations,  & la  maniéré  d’en  faire  ufage 

< ’ • M.  J.  ^ 

' '<*  la  folution  des  Problèmes,  d’ailleurs  très-difficiles. 

Lifl  ./r  . ■ 


vif  irx»\S^y>ts  ‘ t'hTie*'£S 
« ^ ^ • 
uu.situys  .fc  tHfHivivt 

A , f 


i'ti,  iii  ici  "^e-SSO^i 


ARTICLE  PREMIER. 
Elemens  du  Calcul  des  Variations. 
DXLIV. 


On  fuppofe  d’abord  dans  ce  calcul  une  équation 
donnée  entre  deux  variables  « & / , que  nous  deligne- 
rons  par  (£),  & que  nous  appellerons  l’equation  Prin- 
cipale ^ ou  Primitive.  Cette  équation  exprime  une  rela- 
tion 
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tion  donnée  entre  deux  variables,  qu’on  peut  auffi  ap- 
peller  la  relation  Principiile  ^ ou  Primitive  entre  x Sc 
y.  Elle  eft  telle,  que,  quelque  valeur  déterminée  qu’on 
donne  a l’une  de  ces  deux  variables,  la  valeur  corre- 
fpondante  de  l’autre  fera  aulTi  déterminée  par  l’équation 
(E),  & que  chacune  d’elles  pourra  être  regardée  com- 
me une  fonélion  de  l’autre  aflignable  par  cette  équa- 
tion . Ainfi  lorfque  x dans  cette  équation  deviendra 
*'=x— ^ deviendra , la  valeur  de  y 
répondra  a celle  de  .v',  & la  différence  de  ÿ d’avec  1’/ 
precedent,  qui  eft  ây—y — y^  pourra  fe  trouver  par 
les  réglés  ordinaires  du  calcul  diliérentiel . De  même, 
fl  V eft  une  exprelTion  compofée  comme  ou  voudra 
de  *,  & de  /,  elle  fera  telle  , en  vertu  de  la  relation 
donnée  entre  * & /,  ou  de  l’equation  primitive  ( £ ) , 
que  fes  différentes  valeurs  reponderont  toujours  aux  va- 
leurs qu’on  donnera  a *;  de  forte  que,  fi  V dcfigne 
la  valeur  que  V acquiert,  lorfque  x devient  x'=*— t- 
àx^  on  aura  F'  = E— hi/E,  & dV=.V' — E,  fuivant 
les  premiers  principes  du  calcul  différentiel. 

DXLV. 

De  plus  puifqu’en  vertu  de  l’equation  primitive 
(£)  y peut  être  regardée  comme  une  fonflion  de  x, 
& qu’en  différentiant  cette  équation,  on  trouve  la  re- 
lation des  difiérentielles  dy  Sc  </x,  on  aura  dy—pdx^ 

Mmm 
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P étant  une  lonflîon  de  x;  Sc  par  la  mi5mc  raifon  on 
aura  dp=c]  J x^dq=zriixy  dr=zsdx^  C'c.  ^ q ^ s ^ 

étant  toujours  des  fondions  de  x . Nous  fuppoferons 
toujours  dans  la  fuite  />  = 4f;  ^ = = = 

&c.y  ce  qui  donne,  en  traitant  dx  comme  con- 


Aante,  dp  — ^^  ; = ^ = dr  = -^dL-  ds  — 

q=~]  »•=— ; s=-^;<î7’r. 

dx*  ’ r i<x»  V > ^,+  » 


DXLVI. 


Après  la  première  fuppofuion  d’une  relation,  ou 
d’une  équation  primitive  donnée  entre  x & ^ , on  fup- 
pofe  encore  dans  le  calcul  des  variations,  qu’il  arrive 
un  changement  quelconque  infiniment  petit  dans  cette 
relation  primitive,  ou  dans  l’equation  (£)  qui  l’expri- 
me; de  forte  qu’on  ait  une  fécondé  équation  infiniment 
peu  différente  de  la  première  (£).  Nous  defignerons 
cette  fécondé  équation  par  ( jF  ) , & nous  l’appellerons 
r Equation  varice ^ & la  relation  entre  x &/,  quelle 
exprime,  la  Relation  variée.  On  fuppofe  de  plus  que 
la  variable  x demeure  la  meme  dans  ces  deux  équa- 
tions (£)  & (F);  d’o'i  il  fuit  évidemment  que  les 
valeurs  de  /,  qui  repondent  aux  valeurs  de  x dans  la 
première  équation  (£),  ne  pourront  difl'érer  que  d’une 
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quantité  infiniment  petite  des  valeurs  de  / , qui  repon- 
dent aux  mêmes  valeurs  de  x dans  la  fécondé  équation 
(F).  Nous  defignerons  par  J'/  l’accroilTement  infini- 
ment petit  y pofitif  ou  négatif,  que  / acquiert  par  le 
changement  de  l’equation  primitive  ( £ ) , en  l’équation 
variée  (F);  de  forte  que,  / répondant  a x dans  b 
première  équation,  répondra  a la  même  x 

dans  la  féconde  équation  y 8c  J'y  marquera  la  variation 
infiniment  petite,  qui  arrive  a y par  ce  cliangement 
d’equation  ou  de  relation  entre  x 8c  y.  De  même 
fuppofant  que  /'  foit  la  valeur  de  /,  qui  répond  a 
x—^rdx  dans  l’equation  primitive  (£),  on  pourra  ex- 
primer par  y—^J'y  fa  valeur  qui  répond  a la  même 
quantité  x-+dx  dans  l’equation  variée  (£);  8c  J'y 
marquera  la  variation  de  qui  nait  du  changement 
infiniment  petit  de  l’equation  (£)  dans  l’equation  (F). 
Nous  nous  fervons  du  caraflere  J',  au  lieu  de  la  lettre 
dy  pour  diftinguer  les  variations  Jyy  Jy'y  (ifc.  des 
différentielles  dyy  dy'y 

DXLVII. 

Corollaire.  Puifque on  aura  J y 
~J(y—¥’dy)^^Jy—t‘Jdyy  8c  J.dy=zJy — J/y 
c’eft  a dire,  que  la  variation  de  la  différentielle  dyy 
qui  lui  arrive  par  le  changement  de  l’equation  primi- 
tive ( £ ) en  équation  variée  ( £ ) , eft  égalé  a la  dif- 
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férence  des  variations,  qui  arrivent  a & a / par  le 
même  changement  d’equation . Mais  comme  y mar- 
que l’etat  fuivant  de^,  ou  ce  que  devient/,  lorfque 
* devient  x-t-dx  dans  la  première  équation  (E);  de 
même  J'y  marquera  l’etat  fuivant  de  J y , ou  ce  que 
devient  <T/,  lorfque  x devient  x—^Jx,  ou  que  /-+J'/ 
devient  y-^^y  dans  la  fécondé  équation  (F);  de 
forte  que  J'y  — J y exprime  la  différentielle  de  / ^ » 
comme  y — y exprime  la  différentielle  de  y,  d’où  l’on 
tire  ce  principe  remarquable  ; la  variation  de  la  diffé- 
rentielle dy  eft  égale  a la  différentielle  de  la  variation 
de  y.  Car,  puifque  J'dy~J'y — <f'/,  & que  J'y  — 
J^y  — d.Jy;  il  s’enfuite  que  J.dy  = d.Jy. 

DXLVIII. 

Définition  I.  V étant  une  expreffion  formée 
comme  on  voudra  des  variables  x / , dont  la  rela- 
tion foit  exprimée  par  une  équation  primitive  quelcon- 
que (£),  la  variation  de  F,  que  nous  defignerons  par 
J' F,  eft  l’accroilfement  que  cette  quantité  F acquiert, 
lorfque  la  relation  primitive  entre  x S<.  y fubit  une  va- 
riation quelconque  infiniment  petite,  ou  lorfque  l’equa- 
tion  primitive  (£)  eft  changée  en  une  autre  infini- 
ment peu  différente  (F).  Il  fuit  donc  bien  diftinguer 
la  différentielle  d y de  la  variation  à V.  Car  dy  fi- 
gnifie  raccroiffement  de  la  quantité  F,  lorfque  x de- 
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vient  )t-¥dx^  la  relation  primitive  entre  x 8c  y ^ ou 
l'equation  ( £ ) qui  l’exprime  demeurant  la  même  ; & 
<T  y marque  l’accroilTement  de  F,  lorfque  la  reLuion 
entre  * Sc  y y où  l’equation  (£)  varie,  8c  devient 
(F),  la  variable  x demeurant  la  meme  dans  ces  deux 
équations . 

DXLIX. 

Corollaire  I.  Puifque  par  ce  changement  de 
relation,  ou  d’equation  entre  x 8c  /,  la  quantité  y re- 
çoit r.accroifleinent  J^y,  8c  devient  y-^-^'y,  x demeu- 
rant la  même;  de  quelque  maniéré,  que  la  quantité 
V foit  formé  de  * & de  /,  on  trouvera  fa  variation 
J' F,  fl,  .après  avoir  fubflitué  partout  y-^S'y  au  lieu 
de  y dans  V fans  rien  changer  dans  * , on  ôte  V de 
la  valeur,  que  cette  même  quantité  V acquiert  par 
cette  fubllitution;  car  par  cette  fubftitution  V devien- 
dra V-¥^Vy  d’où  ôtant  F,  relie  «AF. 

DL. 

Corollaire  II.  On  voit  par  lù,  qu’on  trouve 
la  variation  i'  F,  en  différentiant  la  quantité  V dans 
la  fuppolition  de  x confiante,  8c  en  écrivant  enfuite 
dans  la  diliérentielle  dV  {3.  variation  J'/  au  lieu  de  la 
différentielle  dy.  Car  pour  trouver  la  différentielle 
d y en  traitant  x comme  confiante , on  écrit  par  tout 
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y-*-dy  au  lieu  de  y dans  la  quantité  qui  devient 
par  Ki  V\  8c  on  ôte  enfuite  de  V , pour  avoir 
V-~V—dVy  fuivant  les  premiers  principes  du  Calcul 
Difi'érentiel. 


DLL 

Corollaire  IIL  On  peut  encore  trouver  la 
variation  / en  differentiant  d’abord  la  quantité  V a 
l’ordinaire,  c’eft  a dire  , en  fuppofant  x 8c  y variables, 
8c  en  effaçant  enfuite  dans  la  différentielle  d F,  tous 
les  termes  où  fe  trouve  dx;  car,  fi  on  écrit  dans  ce 
qui  reftera  de  cette  différentielle , la  variation  J'y  au 
lieu  de  dy , on  aura  J V comme  dans  le  Corolbire 
precedent. 

DLII. 

Defikitiov  il  Le  calcul  des  variations  eft  la 
méthode  de  trouver  les  variations  qui  arrivent  a des 
quantités  formées,  comme  on  voudra,  de  deux  varia- 
bles X 8c  y y lorfque  l’equation , ou  la  relation  primiti- 
ve entre  ces  deux  variables  vient  a fubir  un  change- 
ment quelconque  infiniment  petit  ; ou  bien , fi  eft 
une  quantité  formée,  ou  dépendante,  comme  on  vou- 
dra, des  deux  variables  x 8c  y , dont  la  relation,  ou 
l’equation  primitive  efi  fuppofée  donnée,  le  calcul  des 
variations  eft  la  méthode  qui  enfeigne,  comment  on 
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peut  trouver  la  variation  J'  V produite  par  un  change- 
ment quelconque  infiniment  petit  de  cette  relation,  ou 
de  cette  équation  primitive, 

DLIII. 

Corollaire  I.  Il  faut  difHnguer  deux  états  de 
la  formule,  ou  fonflion  V:  l’un  qu’on  peut  appeller 
fon  état  principal^  & l’autre  fon  état  varié.  Le  pre- 
mier eft  l’etat  de  lorfque  les  valeurs  de  y dans  V 
n’ont  point  encore  reçû  de  variation , ou  quelles  font 
les  mêmes  que  la  relation , où  l’equation  primitive 
entre  les  variables  x 8c  y l’exige:  le  fécond  état  de  V 
eft  celui , où  les  valeurs  de  y fe  trouvent  varices , ou 
qu’au  lieu  de  / on  a fubflitué  par  tout  y-^^y  dans 
V.  Comme  donc  dans  l’etat  primitif  de  f',  lorfque  la 
vari.ible  x augmente  de  là  différentielle  </x,  & devient 
X— t-dx,  y augmente  auffi  de  fa  différentielle  d/,  & 
devient  y—^dy:  de  même,  lorfque  la  fonêlion  V paffe 
de  fon  état  primitif  a fon  état  varié  la  va- 

leur de  X demeurant  la  même  dans  les  deux  états, 
l’autre  variable  y augmente  de  là  variation  J'/,  & de- 
vient y-^^  y\  par  où  l’on  voit,  que  la  variable  x,  de 
quelque  maniéré  quelle  entre  dans  la  formation  de  la 
quantité  Vy  ne  fait  rien  pour  la  variation  J'  F,  8c  que 
la  valeur  de  cette  variation  dépend  uniquement  de  la 
variation  J' y , qu’on  conçoit  être  l’accroilfement  de  / , 
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dans  le  polTage  de  ^ de  fon  état  principal  a fon  état 
varié  J de  forte  qu’on  a toujours  J'*  = o,  8c  que,  fi  la 
quantité  ^ dcpcndoit  de  la  feule  variable  x,  Sc  ne 
comprenoit  point  l’autre  variable  on  auroit  é'V~o. 

DLIV. 

Corollaire  II.  Puilque  nous  fuppofons  toujours 
que  le  changement  de  la  relation , ou  de  l’equation 
primitive  entre  les  deux  variables  x S;  /,  efi  tel  qu’on 
voudra,  pourvu  qu’il  foit  infiniment  petit  , les  différen- 
tes variations,  qui  arriveront  a la  variable  /,  fuivant 
les  différentes  valeurs  de  x,  auxquelles  / répond,  pour- 
ront être  telles  qu’on  voudra,  8<  même  indépendantes 
les  unes  des  autres.  On  voit  par  lit,  que  le  calcul 
des  variations  eft  très-etendu,  & qu’on  peut  l’adapter 
a toutes  fortes  de  conditions  données  des  variations. 

DLV. 

REMARaUE.  Jufqu’icy  nous  avons  expliqué  les 
principes  du  calcul  des  variations  dans  toute  leur  géné- 
ralité; peut-être  qu’un  cas  particulier  pourra  fervir  a 
les  faire  comprendre  plus  facilement.  Soit  donc  ax=yy 
l’equation  primitive,  qui  exprime  la  relation  donnée 
entre  les  deux  variables  x 8c  f ^ 8c  que  nous  avons 
defignée  par  (£).  On  fçait  que  cette  équation  appar- 
tient a une  parabole,  dont  le  paramétré  eft  l’abfciffe 

X,  8c 
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*,  & l’ordonnée  corrcfponJante  /;  & on  voit  d’abord 

= fonclion  de  x,  8c  qu’en  diirérenriant,  on 

I 2, 

, M*  d X i>\ii  • d y , 

aura  = dou  Ion  tire  *~  = — ~~p:  »/’ 


dp 
d X 


4* 


1 


8** 


dx 


I 


8»* 


Suppofons  prefentement  qu’on  introduire  un  chan- 
gement infiniment  petit  dans  l’equation  primitive  a» 
= y y ; ce  qu’on  peut  faire  d’une  infinité  de  maniérés 
différentes;  par  exemple,  en  augmentant  le  paramétré 
a d’une  quantité  infiniment  petite  J'<»,  de  forte  que  ce 
paramétré  devienne  a-^S'a^  8c  que  ax  devienne 
(/»— t- / rf)  X ; alors  il  efl  clair  que,  pour  rendre  y y — 
au  produit  <r)x , il  faut  augmenter  auffi  la  va- 

riable y d’une  quantité  infiniment  petite  J'/  , pour 
avoir  l’equation  variée  (<»— t-if' a ).'«  = (;' —*-<)'/ )* , qui 
eft  infiniment  peu  différente  de  l’equation  primitive 
ax^yy.  Cette  équation  variée  appartient  a une  au- 
tre parabole,  dont  le  paramétré  eft  /r-t-J'/»,  l’abfciffe 
K,  la  même  que  dans  la  première  parabole,  & l'ordon- 

N n a 
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née  correfpondante /—*•<»  / , qui  ne  diffère  de  l’ordon- 
née /,  qui  répond  a rabfciflc  * dans  la  première  para- 
bole, que  d’une  quantité  infiniment  petite  «('/,  varia- 
tion de  /.  On  déterminera  facilement  cette  variation 
«T/j  car,  pulfque  5c  ^ J'//) 

ôtant  la  première  équation  de 
la  fécondé,  il  reliera  xa  a^xy  ^ y-¥' — zy^  y y 
en  effaçant  le  terme  é'/*,  qui  s’evanoiiit  par  rapport 
au  terme  zy  -yy  comme  dans  le  calcul  différentiel,  & 

on  aura  la  variation  J » = = ■ ■ * ; par  où  l'on 

voit  qu’il  ne  faut  pas  confondre  la  variation  / y avec 
la  difTércntlelle  d v y que  nous  avons  trouvée  =-^4=. 

Soit  maintenant  V une  fonélion  de  * & de  y,  par 
exemple  V=.a>^ y-\-bxy' y dont  on  veuille  trouver 
la  variation  V y en  regardant  la  variation  £ y comme 
donnée.  On  pourra  trouver  £ V de  trois  maniérés. 
I?  En  fubllituant  y-^<‘  y pour^  dans  la  fonélion  Vy 
qui  deviendra  par  la  a x^y-y- a £ y -i-b  x(^y-^  S'y'j^  y 
5c  en  ôtant  ax^y-^bxy^  de  cette  quantité,  on  aura 
pour  relie  £ V=.ax^  £ y—y-zbxyS  y-\- b x £ y' ■:=zax^  £ y 
1 b xy  £ y y a caufe  du  terme  bx£y^  y qui  s’évanouit 
par  rapport  au  terme  zbxy£y.  2?  En  dlfféreiitlant 
1r  fouélion  V dans  la  fuppolition  ài  dx  couHante , ce 
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qui  donnera  dV—ax'dj/-^ribxjfdy^  & en  écrivant 
enfuite  dans  cette  équation  ^ pour  dV^  & J'/  pour 
dy,  3?  En  différentlant  a l’ordinaire  la  fonftion 
on  aura  dV=zax'dy-¥iayxdx-¥zbxfdy-^by'dx^ 
effaçant  les  deux  termes,  ou  fe  trouve  dx^  8c  mettant 
J' y pour  dy  dans  ce  qui  relie , on  aura  encore  J'  V-=z 
ax'  y-¥%b  xy  S' y . Si  on  veut  fubllituer  dans  cette 
variation  J' P’’  la  valeur  de  S' y que  nous  avons  trouvée 

xi  a xi  a ax^ia  / » . 

7=,  on  aura  ^ V—  . _ ^ <A <i  =3 


y'  ai 


1 ï, 

— 4*  **  J'  4 — +•  b X*  S' a . 

2 

Nous  regarderons  toujours  dans  la  fuite  la  varia- 
tion S'y  comme  donnée,  8c  nous  chercherons,  dans 
cette  fuppofition  , la  variation  S^V  de  la  formule  V 
dépendante , comme  on  voudra , des  deux  variables  x 

8c  yy  ou  de  leurs  dérivées  />  = ^,  î = -^> 


J r vw. 


DLVI. 

THEOREME  I.  La  variation  àe  dV  différentielle 
de  la  formule  quelconque  Fy  ell  égalé  a la  différen- 
tielle de  la  variation  S'y  de  cette  formule,  ou  bien 
S'.dV=:d.S'y. 


i 
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Démonstration.  Si  on  fubditue  pour 

*,  &/-+<//  pour  y dans  la  quantité  & que  par 
ces  fubflitutions  V devienne  V , on  aura  d V=.  V — V 
fuivant  les  réglés  du  calcul  différentiel.  Donc  J'.dV 
(^V — V — ; or  d.^V  exprime  la 
différence  entre  & fa  valeur  fuivante  J'?'',  que 

J' acquiert,  lorfquex  devient  *— t-t/x,  5c  que/ devient 
y-\-dy,  enforte  qu’on  a d.i'V=f'V — J'f',  comme  ç 

on  a trouvé  dV.^V—V,  Donc  i'.d  V.  ^ 

C.  F.  D. 

DLVII. 

Corollaire.  En  écrivant  dVaxi  lieu  de  F dans 
l’equation  que  nous  venons  de  trouver  S^.dV=d.S'Vy 
on  aura  é\ddV=d.l  dV\  or  ô'  dV=zd.i'  V\  donc  ^.ddV 
zzidd.^F;  par  confequent  on  aura  égalité  entre  ces 
trois  formes  J^.ddF=zd.  ^dF~dd.J^y. 

De  même  fi  on  écrit  encore  icy  dF  pour  F,  on 
aura  égalité  entre  ces  quatre  formes  i'.dd dV—d.S'  d dV 
^dd.i'  dV—dddJ'Vy  enfuite  entre  ces  cinq  formes 
é'./F=</.J'/F=/.J'/F=</\j'd’F  = /.J'F,  Sc 
généralement  on  aura  S',  d"  V~  (T  A d'  ” V~d” . J'  Fj 

8c  par  l'a  on  réduit  la  variation  J'</'F  de  la  différen- 

^ • 

tielle  d y ie  l’ordre  quelconque  «,  a la  différentielle 
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du  même  ordre  d" . J*  P”  de  la  variation  <P  & en  pre> 
nant  pour  m,  un  nombre  qui  ne  foit  pas  plus  grand 

que  »,  on  aura  aufli  J'.d* 

DLVIII. 


THEOREME  II.  £n  fuppofànt  dx  confiante,  & 
/’=77  > *'=77  > ^=77y  0“ 

les  variations  fuivantes  S'  , «Ar 

= ^,  ÔV..  ^ 

dx  > ax  ^ ' 

Démonstration.  Puifque  dx  efl  confiante,  & 
que  la  variation  n'appartient  point  a la  quantité  x 

(Art.  DLiii. );  a caufe  de  on  aura  = 


■^~=  (Theor.  I.  ).  De  même,  a caufe  de  ^ = 


âL 

dx 


on  aura  i'q  — 


t.d  P d.i  P d* . t y 

"7Î  ax  J,*  ’ 


en  fubfli- 


tuant-^^  pour  i'p.  z caufe  de  r=-^,  on 


_ ^*d  q d,  i g 
' 4 JK  ' d 


4^  = , en  fubflituant  - 

I*  ’ .1»* 


aura  J'r 
pour  dq. 


On  trouvera  de  même  «A  r = & 
ainfi  de  fuite  a l’infini.  C.  ^ F.  D. 
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DLIX. 

Corollaire  I.  Ces  différentielles  du  premier 
degré , Sc  des  autres  degrés  fupérieurs  de  la  variation 

font  déterminées  par  les  variations  des  valeurs  de 
qui  repondent  aux  valeurs  fuivantes  de  *,  ceft  a 
dire,  aux  valeurs  *— 4-2</x,  x-^r^dx^  Ù’c. 

Car  fl  les  valeurs  fuivantes  de  /,  c’eft  a dire,  celles 
qui  repondent  aux  valeurs  x— x-i-zdx^  x-4-3</x, 
C*f.  font  defignées  par  &c.y  & leurs 

variations  par  J'y,  J'y,  J'/*',  J'y*,  on  aura  par 
la  nature  des  différentielles  J'/=J'y— J'^j  d.J'/^ 

J'y — J'/';  d.jy=^jy — j'y';  &c. 

dd,J/^=zd[jy — Jy)i^d.jy—d.J^  — jy — Jy 
J y'  Jy  J y"—'  2 Jy  —^J  y , 

^ Jy=.d{^  d y — 2 Jy-¥  Jy)—d.  J y" — 2 d.  Jy'-^ 
d.Jy~  J y”—  J y" — 2 Jy  ^ 2 J y— y-  J y — J y 
z=.Jy" — 3 Jy"^  3 Jy  —Jy'y  &C. 

DLX. 

Corollaire  II.  Donc  fi  la  valeur  y,  qui  ré- 
pond a X,  reçoit  la  variation  J'/,  & que  les  valeurs 
fuivantes,  y,  Ù’c.  ne  reçoivent  aucune  varia- 

tion, enforte  quon  ait  J'y=o,  Jy  —Oy  J'/“=:o,  Ô'r., 
on  aura  d.Jy::^—Jyÿ  dd.Jy  — —hJyi  d^  Jy=z.— 
Jy",  d^ . Jy^-\-Jy",  (^c. 
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DLXI. 

THEOREME  III.  La  variation  de  la  formule  in- 
tégrale quelconque  S.Zdx  eft  égalé  a l’intégrale  de  la 
variation  de  la  différentielle  Zdx-,  ou  <f'S.Z 
S.S'.Zdxy  en  fuppofant  que  Z eft  une  quantité  for- 
mée, ou  dépendante,  comme  on  voudra,  des  deux  va- 
riables X 8c  /. 

Demonstratiom.  Soit  F=:S.Z d x y on  aura, 
en  différentiant,  dV~Zdx’y  par  confequent  J'dF’=z 
J'.Zdz.  Or  J'dy=zd.J'V  (Theor.  I.);  donc  d.S'Z 
— S'Zdx’y  8c y en  intégrant  de  part  8c  d’autre,  ^ 

S.J'  Z dx  y ou  i' ,S,Z d x=:S.i'  Z d X,  C.  F.  D. 

DLXII. 

PROBLEME  I.  Trouver  la  variation  F de  la 
formule  Fy  lorfqu’elle  ne  renferme  que  les  deux  varia- 
bles finies  X 8c  jf. 

SoLUTiOM  . I ? Prenez  la  différentielle  de  la 
fonclion  F a l’ordinaire,  c’eft  a dire,  en  faifant  varier 
X 8c  /;  8c  cette  différentielle  fera  dF=zMdx-^-Ndyy 
M 8c  N étant  des  fonélions  de  * & de  /,  ou  des  fon- 
dions de  Xy  en  regardant  y comme  une  fondion  de  x, 
en  vertu  de  l’equation  primitive. 

2 ? Ecrivez  dans  cette  différentielle  zéro  pour 
dxy  8c  la  variation  S'y  pour  la  différentielle  <//,  8c 
vous  aurez  SF=NSy  (An.  dli.).  C.  ^F.T.  8c  D. 
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DLXIII. 


PROBLEME  II.  Trouver  U v.ariation  J' P'  de  la 


formule  lorfqu’outre  les  deux  variables  finies  * & 
elle  renferme  encore  leurs  diH’éreiitielles  de  quelqu’ordre 
que  ce  foit , ou  les  rapports  de  ces  difl'érentielles  ex- 


primes par  P 


_ d f fil)  dr 

— 7 — a*’  ’’ — a*  ’ ^ — dx  y 


ou 


bien,  ce  qui  revient  au  même,  lorfque  F eft  une 
fonéliou  quelconque  des  quantités  & de  leurs 

dérivées  p,  r,  r,  (D'c. 

Solution,  i ? Prenez  la  différentielle  de  la  fon- 
flion  y par  les  règles  ordinaires  du  calcul  différentiel  ; 
Bc  vous  aurez  dy=.MJx-^rNdy-^Pdp-\‘^dq-k- 
Rdr-t-Sd  s-¥&c.^  N,  P,  R y S y &c.  étant 
des  fondions  des  quantités  *,  / , />,  qy  r,  r,  (üfc.y 
fonflious  qu’on  trouve  par  cette  difl'érentiation , & qu’- 
on peut  auffi  regarder  comme  des  fonélions  de  »f,  ou 
de  y en  vertu  de  l’equation  primitive  entre  x 8c  y y 8c 

des  autres  équations  p = ^ = r~^y  &c. 


2 ? Ecrivez  dans  cette  différentielle  zéro  pour 
dxy  8c  les  variations  P',  /y,  </'/>,  «f'y,  J'r,  &c. 
pour  les  différentielles  dVy  d/y  dpy  dqy  dvy  &c.y 
8c  vous  aurez  la  variation  S' Vz=iN S^y-*-P p-^ 
q-^RS'r-irS  S'  s-¥&C. 

3? 
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3 ? Subftituez  encore  dans  cette  équation  les  va- 
leurs des  variations  <^'<7,  <Tr,  tTr,  ù'c.  qu’on  a 

trouvées  cy-deflus  (Art.  DLViii. ) en  fuppofant  dx 
confiante;  8c  la  variation  cherchée  fera 

PJSf  . Qjj.jf  . R d'if  . sd'if  . 

dx^  dx'  d X* 

Démonstration.  La  différentielle  dV=.Mdx 
Nd y —*■  P d p—t-^d q n’efl  autre  chofe  que 
raccroiffcmcnt  que  la  fonflion  V acquiert , lorfqu’elle 
devient  F',  ou  lorfqu’on  fubflitue  dans  cette  fonflioa 
x-^dx , /—♦■<//*  p-^^p  ■)  q ^ r-+dr  ^ Ô'r. 

pour  iffytpftjfff  ^c. , fubflitution  qui  change  P 
en  V\  de  forte  qu’en  retranchant  V de  V ^ on  a d P 
— F' — AI  d X Nd  / P d P ^d  q -^&c.  fui- 
X'ant  les  règles  generales  du  calcul  différentiel. 

Or  la  variation  J'  F n'efl  auffi  rien  autre  chofe  , 
que  l’accroiffement  que  la  même  formule  F acquiert 
en  paffant  de  fon  état  primitif  a fon  état  varié,  qu’on 
trouve  , en  fubllituaut  dans  cette  formule  x-+o, 
/— ♦••f'/,  p— t-é'p,  y— r-+-<f'r,  &c.  pour  *,/, 
p,  q^  r,  Û’c. , fubflitution  qui  donne  a F Ion  état  va- 
rié F-i-î  Fy  de  forte  qu’en  retranchant  F de  F-t-I'Fy 
il  refie  J'  Fy  qu’on  trouve  en  écrivant  dans  la  différen- 
tielle Aid  x-^Ndy-¥  P d p-^^d  q-*-Ù‘c.  les  varia- 
tions zéro  pour  dxy  l'p  pour  dpy  i'p  pour  dp  y ^q 
pour  dqy  Ci’c.  (Art.  dli. ),  on  aura  donc  S'F=NJ'/ 

O O O 
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r-+&c.,  & (par  l’Art. DLVIII.) 

C.  ^ F.  D. 

DLXIV. 


PROBLEME  III.  Trouver  la  valeur  f'S.Zdx  de 
la  rormule  intégrale  S.Zdxy  dans  laquelle  Z ed  une 
fonflion  quelconque  des  deux  variables  x,  /,  & de 
leurs  dérivées  />,  4,  r,  r,  Ô'r. , en  fuppofant  toujours 
p = --,  q=.-L  , r=^y  X = ^,  Cire. 


dx  ^ 


Solution.  Puifque  la  variation  SS.Zdx  eft 
(Theor.  III.)  égalé  z S.- Zdx,  il  ne  s'agit  que  de 
trouver  la  variation  &:  d’en  prendre  enfuite 

l’intégrale  ; on  cherchera  donc  d’abord , comme  dans 
le  Problème  precedent,  la  didércntielle  dZ  = Mdx~*- 
Nd/-¥Pdp-*-^d ej-t-Rdr—i-Sd s-*-â)‘c.y  par  la  quel- 
le on  déterminera  les  valeurs  des  coefficients  M,  IV, 
Py^yRyÙ’c.y  3c.  on  en  déduira  la  variation  é'Z  — 


Nj'/-*- 


Pdty 


d X 


Q_d  d,  t y 

~7** 


R d'il  Sd*ir  y„ 

H 1 &c.  1 en 

dxi  dx*  ' 


multipliant  par  dxy  & en  intégrant  enfuite  de  coté  8c 


d’autre,  on 

dt 


aura  S.o  Zdx=^S.Ni'j/dx—*-S.Pd.ty—fr 
S,  -4-  S.  ~+&‘c.  Or  fi  on  (crap- 

dx  dx’ 


pelle  que,  -»  & t étant  deux  variables  quelconques, 
l’intégrale  S.-ndr^zzirr  — S.rd-Xy  8c  qu’on  confidere 
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i' y comme  une  fimple  variable,  que  nous  dcfignerons 
par  &>,  pour  éviter  la  coiifulion,  on  comprendra  facile- 
ment les  reduflions  fuivantes 


S.  N j'/  Jx  — S,  d x.N  ; S.Pd.  î'y  = 5.  P &>  = P ( 


r.  Qdd.if 
dM 


— S.<^dP  = S'y.P  — S.S'ydx.^; 


à X ~ a X 


4 X 


ax  a X ' dx  y d x 

S.^ydx.±^; 


r-  Rd'^fy  ^ /fa>.  

" ' ' J*  ' ^ ■ — 

ax*  4x*  dx 


R d d V d R d m ^ t»  d d R 


dx'’ 


f,  Èfd^  R dd y n 

A. — = , • K ■ 

dx'  dx' 


dx' 

d.i  y d R 
dx  dx 


ddR 


dx' 


c jy  J 


dxi  dx> 


En  faifant  la  fomme  de  toutes  ces  valeurs,  & joignant 
enfemble  les  termes  des  intégrales , qui  fe  repondent , 
on  aura 
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S.S^  Z dxrrzS.S'f  dx.N — S.S'ydx.  ^ — S.J'^dx.-^-^ 

.^^-¥dy , ■ •f')/ . •^-^— HÔ'c. 

' ^ </x  ^ ■'  dxi 

dx  •<..  rt»  a»  dx  dx^  d x> 


dd.ty 

J»* 

dUy 
dx>  ’■ 


dx* 


R- 


dJj*j_  dS  . dd.iy  ddT 


d X' 

d^é  f 


ax 


tiX* 


dx* 


■^c. 


dx^ 

■T  — Ô-f. 


ru  J^,S.Z d x=zS.<f' y d x(^N 
■ ■"’•(« 


dP  ddQ 
dx' 

dp  ^ddR 


d}R  ^ d^S 
d x^  d 


e-f.) 


d^S 


d X 

dR 


dx 

dd ,i  y 
d 
dhy 


dx*  dx^ 

, ddX 


+ eÎTr.) 


"*  dx' 
dS 


6v.) 


X 


— Cr-r.) 

</x»  '■  ' 


Û'f. 

On  a donc  la  valeur  de  la  variation  i'  Z dx  dans  la 
fuppofition  àt  dx  confiante.  C.  ^ F.  T. 
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DLXV. 

Corollaire  I.  La  valeur  Je  la  variation 
i'S.Zd»  eft  compofée  Je  la  partie  intégrale  S.S'ydx  X 

( N-—  ~ & J’autres  parties 

ehfolucs  y ou  fans  intégrale,  Jans  lesquelles  fe  trouvent 
la  variation  fimple  S'y  ^ S<.  fes  Jilférentielles  d.  S y , 

dd.Sy^  d^.Sj’y  ^c. 

DLXVI. 

Corollaire  II.  On  a Jifpofé  par  les  reJuélions 
la  partie  intégrale,  Je  manière  qu’elle  ne  contient  que 
la  fimple  variation  J'/,  & quelle  ne  renferme  aucune 
Je  fes  Jifférenticlles . On  verra  Jans  la  fuite  que  cette 
forme  eft  très-utile  Jans  l’application  Ju  calcul  Jes  va- 
riations . 


DLXVII. 

REMARauE . On  peut  toujours  confiJerer  l’inté- 
grale S.Zdxy  comme  faire  J’une  courbe,  Jont  l’ab- 
fcilfe  eft  *,  & l’orJonnée  perpenJiculaire  Z‘  & fi  on 
fuppofe  que , l’abfcilfe  * Jemeurant  la  même,  l’orJon- 
née Z augmente  Je  fa  variation  S Z , on  aura  une 
autre  courbe,  Jont  faire  fera  S.{Z—\-S  Z)dx'=zS.Z  dx 
-*-S.SZ dxj  Je  forte  que  l’intégrale  S.SZdxkn  fac- 
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croillement  infiniment  petit , ou  la  variation  de  l’aire 
S.Zdxf  lorfque  l’ordonnée  Z devient  partout  Z— ♦-J'Z; 
8c  comme , pour  avoir  les  aires  de  ces  deux  courbes , 
qui  répondent  a l’abfcilîe  * depuis  Ton  commencement, 
jufqu’a  ce  quelle  ait  une  valeur  déterminée  a ou  de- 
puis *b=o,  jufqu’a  il  faut  prendre  les  intégra- 

les S.ZJx^  8c  S.(Z—^~J'Z)dx^  de  maniéré  quelles 
s’evanoüiflent  par  la  fubditution  de  zéro  au  lieu  de  x, 
& trouver  enfuite  les  valeurs  quelles  acquièrent  par  la 
fubflitution  de  a pour  x ; de  même , pour  trouver  la 
variation  de  l’intégrale  S.Zdx  depuis  x=o,  jufqu’a 
x=4,  il  ftut  prendre  l’intégrale  S.l'/dx  (^N — 

— ù'f.)  de  maniéré  quelle  s’evanoüifTe  par  la 

fubflitution  de  zéro  au  lieu  de  x,  5c  trouver  enfuite  la 
valeur  quelle  acquiert  par  la  fubflitution  de  a pour  x; 
après  quoy  on  trouvera  facilement  les  valeurs  des  au- 
tres parties  abfolues  de  la  variation  en  / fubflituant 
zéro  au  lieu  de  x,  & enfuite  a pour  x;  car  comme 
ces  autres  parties  ne  renferment  point  d’intégrations  a 
faire,  on  peut  faire  ces  fubflitutions  immédiatement. 

DLXVIII. 

PROBLEME  IV.  Trouver  la  variation  J' S.Zdx 
de  la  formule  intégrale  S.Zdx,  lorfque  la  quantité  Z 
contient  non  feulement  les  variables  x,  / , & leurs  de- 
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rivte  y,  r,  s y Ù'c.  y mais  de  plus  une  formule  in- 
tégrale ll—S.Zdxy  dans  laquelle  Z'  eft  une  fon£Hon 
quelconque  des  quantités  x,  /,  py  r,  i,  CTc. 

Solution  . Puifque  la  quantité  Z contient  les 
variables  x,  py  r,  Ô*r. , & de  plus  l’intégrale 
H — S.Z' dity  on  peut  la  regarder  comme  une  fonflion 
des  quantités  n,  x, py  qy  r,  x,  (Jc.  ainfi  la  diffé- 
rentielle prife  a l’ordinaire  fera  dZ—Ldl^-i-Md»—^ 
Nd/—irPdp-t-^jiq—*-Rdr—*-Sds—i-&c.y  par  laquel- 
le on  déterminera  les  valeurs  des  coefficients  Ly  My 
Ny  P y (yc.y  Sc  OD  eo  deduitA  la  variation  fuivan- 
te  i Z =Ld  VI— i-  N P O p-¥^^  q—^Ri  r—^Si'  s 

— 4-Ô’f.  de  môme,  puifque  Z'  eft  une  fonflion  de  x, 
y y py  qy  T y Sy  ^Tc. , on  ttouvera  fa  diffe'renticUe  dZ 
— M dx-¥'Ndy-i-Pdp-+^d q—¥Rld r-^S ds—^(7c^ 
par  laquelle  on  déterminera  les  valeurs  des  coefficients 
M'y  N'y  P y , R y Û’f. , 00  CO  dcduita  la  varia- 

tion d Z'=N' I)' y-*-P' J' p-¥^  t-jR'a  r— t-S'é' I— ♦- 
(uc-y  & par  le  Problème  precedent  on  aura  <rn  = 

J^S.Zdx=S.NJ^ydx-t-S.P'd.J'y-i-S.^^^j^-+ 

JB* 

S. ; fubilituant  cette  valeur  de  «Ml  dans 

l’equation  J' Z = L J' n — t- NJ' y —*-PJp  — q -4-Ô*f. , 
& mettant  pour /p,  Jqy  J Tj  &C.  leurs  valeun,  on 


aura 
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P ii.  4 f 

ii  X 


Q AH.  i f 


Rti^.i  r 
dx^ 


^■(D-c. 


Puis  donc  que  S'S.Z dnzzzS.S'  Z Hk  ^ on  aura  la  va- 
riation cherché 


S'S.ZdK=S.{LdxS.N'i'yd*)-^S.{LdxS.P'd.S'y)-irS.{Ldx.S.^^)-^(2‘c. 
-4- J.  2ST J'/ X -V  y.  P </.  -►  S.  S".  éirc. 


Pour  délivrer  cette  formule  des  Cjjnes  multipliés  d'in- 
tégration, fuppofons  S.  Ld ou  Ldx—dV\  &, 
parce  qu’on  a les  égalités  fuivantes  S.(LdxS.N'J'/dx) 
= S.{dyS.N'S'ydx)=.VS.N'^ydx  — S.VN'S'ydx; 
S.{LdxS.PdS'y)~S.{dVS.PdS^y)=:S.VS.PdS'y 
^S.VPdS^y  ; S.{LdxS.^-^^)=S.{dVS. 


Q^ddfy  \ ^ _ Q'ddi  y ^ V Q^ddiji 

dx  J * d X ' d K * 


trouvera 


é^S.Zdx=FS. N'S' ydx-h  VS. PdS'y-^  VS. -4-  P j-, 

-¥S.  (N—N'V)  J' ydx-^-S.  (P— 

Ces  deux  formules  étant  réduites,  comme  dans  le  Pro- 
blème precedent  donneront  la  variation  cherchés 
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,,  dP’  ddQ'  J’A'  . 


-f  -^{  ( - •"''7,'''^  } 

^ ( R _ R' r) — ô*f.  ]■ 


DLXIX. 

Corollaire  I.  Les  reduflions,  dont  nous  nous 
fommes  fervis,  pouvant  fe  trouver  aifément^  on  peut 
les  émettre  pour  exprimer  d’une  maniéré  plus  courte 
la  variation 


/ S.  Z ^ X = r ^ . d X ( AT  J' , .H- -h 

L d X { ( N— ivT)  jv, -^- ( P — P' r ) -^ -+ ( O ; 

Ppp 


Digitized  by  Google 


482  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 
Car  il  eft  évident  que  V S.N’ à' d S.F d y 

r 5-.  Ô‘f.  ==  rr.  </ * ( AT  «P/ 


-+•  Ô*f.  ) , & que  S.  ( N—  N' F)  J^j>dx-^S.{P—PF)X 


dJ^j^^S.(^—^F)^-^~¥&c.=S.dx{(N—N'P)X 


DLXX. 


Corollaire  II.  Lorfquon  veut  avoir  la  varia- 
tion J'S.Zdx^  depuis  * = o,  jufqu’a  x = a,  on  pren- 
dra l’intégrale  S.Ld x — V^  de  maniéré  quelle  s’eva- 
noüilTe  par  la  fubllitution  de  zéro  au  lieu  de  x,  ^ 
quenfuite  cette  intégrale  V devienne  ^4  par  la  fubfli- 
tution  de  a pour  x,  & on  pourra  écrire  A pour  V 
dans  la  formule  qui  exprime  la  variation  £'  S.Z dx  ^ 
lorfque  la  lettre  V dans  cette  formule  eft  hors  du  figne 
d’intégration  S. 

DLXXI. 

Corollaire  III.  Et  par  ce  que  les  coefficients 
i,  Af,  N,  P,  (D‘c.  peuvent  être  regardés  comme 
des  fondions  de  x,  a caufe  qu’on  fuppofe  que  la  rela- 
tion , ou  l’equation  primitive  entre  x & / eft  donnée  ; 
l’intégrale  S.Ldx^  ou  P pourra  être  traitée  comme 
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une  quantité  confiante  après  quon  aura  fubfiituc 

dans  V la  confiante  a pour  la  variable  x,  de  forte 
que  l’intégrale  — «*  “*■  d** 

Cre.)  deviendra  A S.^'  y d T*’- 

r=zS.i^yd>i{N'A—^A-^^A—&c.):  & qu’- 
en ajoutant  cette  intégrale  avec  fa  correfpondante 

— (D’c. ^ , la  fomme  fera  S.S'y  d x A — N V) 

d(  P-j.p'A  — P'in  dd(Q-¥QlA  — jyr). 

7x  ^ dx*  ’■** 

De  même,  fi  on  ajoute  la  partie  abfolue  VJ' y X 

ü'c-  ) avec  fa  correfpondante  S'y  ^{P  — PV)— 
gn  , dd.{R  — Ri'j ô'c.  1;  leur  fomme  fera 

flx  ' dx''  ■* 


rfd.( R'k) — ^ . Enfin  fi  on  fuppcfe  , 

pour  abréger,  N—*’{A — V)N  = (N);  P-¥{A  V)P 
=^[P);^-^{A—V)^—{^  ;R-^{A—V)R  — 
{R)  ; û*r. , on  aura  pour  la  variation  SS.Z  dx  prife 
jufqu'a  xz^iiy  la  formule  fui  vante 


Digitized  by  Google 


484  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 


üL. 


<KQ.) 


.^{W- 


JJ. {R)  JHS) 


Jm* 

J. (R)  JJ. (S) 


Jx> 


J* 

éAIl 


Jx* 


■J»/ y 
’ Jx^ 
■<7c. 


+ev.} 


On  trouvera  la  m^me  chofe  en  faifant  dans  la  formule 
du  Corollaire  I.  les  reduéHons,  dont  on  s’eft  fervi  dans 
les  Problèmes  precedents. 

D L X X 1 1. 


Corollaire  IV.  Si  la  quantité  Z de  la  for- 
mule propofée  S.Z d x renferme  de  plus  une  autre  for- 
mule intégrale  de  forte  qu’on  ait  = 

Ldn  —*■  L'd  W Md  X Nd/  P d P q Rdr  y 

& aufli  dZ"z=zM’dx—*~N"d^—¥P'dp-+^dq—i‘R!'dr—^ 
Û*c.  Si  on  fuppofe  S.Ld  x=^V  y S.Ldx=zV , & de 
plus,  pour  abréger,  N — N'F — N”P'={N)  ; P — ^ 
PV~P'Vz={P)  ; R— 

RV — RV'=z(^R)  y on  trouvera  la  variation 
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M.  Z J»= ri.  _Ér.,) 


I SÇdà.êy  ^ K'd^iy  ^ X 

Àwi  J 


dx^ 


• î.<(«{(N)J',-..(i>)ii^-^(:^) 


dx'^ 


Mais  fî  oa  veut  avoir  cette  variation  jufqu’a  « = a, 
on  fuppofera  qu’ayant  fubfUtué  a pour  l’intégrale  V 
devienne  & l’intégrale  V'-=^A\  & ayant  fait 

( IV)  ==  IV-4-  {A—  V)  IV'-H-  ( A'—  V)  IV’  ; 
{P)=^P~¥{A—V)P'-^{A'—V')P^; 
{^=z^^(^A-V)^-^{A-r)^; 

( R)  = R^{A—  V)  R'-+  (^— r ) R";  «ÎTr. 

On  trouvera  la  variation  cherchée 


S.  Z d X S.  d >1  J'/  ( N)  ■ 

-+j>,{(p) 


d(P)  . dd(Q)  d^(R) 


dx' 

d(Sl)  . dd{R)  . 

J»*  ”*■ 


d 

d d . t y 

~~d 

(yc. 


■4-Crf. 


} 
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DLXXIII. 


PROBLEME  V.  Trouver  la  variation  J'  S,  Z J m 
de  la  formule  intégrale  S.Zdxj  lorfque  la  quantité 
Z,  outre  les  lettres  x,  / , />,  <7,  r,  6*r.,  renferme  la 
formule  intégrale  n = S.  Z</x,  dans  laquelle  la  quan- 
tité Z',  outre  les  lettres  r,  ô’c. , con- 

tient la  formule  intégrale  II'  = S. Z'</x,  Z'  étant  une 
fonclion  des  feules  variables  x ^ , r , Ô*f. 

Solution  . i ? Puifque  Z eft  une  fonélion  des 
quantités  ?>  *■>  , & de  n = S.  ZVx,  (à 

dilTérentielle  fera  LdU-¥  M d x-^-N dy-^Pdp—^-^)d q 
-*■  Rd r-+&c.  y & fa  variation  J'Z  — LJ'  U—^-NJ'/ 


-y-ti 


dd.^f 


■^R 


d'4r 


&C.  y 


ou 


J'Z^ 


L^Jl-i-Hy  en  fuppofant 

— ; donc  J'  Z d x:=zLd xS'îï—^Hd Xy  & f'S.Zdx 
= S.^'  Z d X = S.  L X n — +•  S.Hd  X . 


^ ? Puifque  Z'  eft  une  fonflion  des  quantités 
n',  X, p,  <7,  r,  , on  aura  dZ'=.L'dn'-h 
Mdx-^Ndy—irP'dp—^^jlq—t-Rdr—i-'ô’c.  • <T  Z =: 

-4- 


Q'àd.ty  ^ Rd'êv  ^ ^ 


</x* 


J Z =X'<A  n'-t-H',  en  fuppofant  H 
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•Ô*c.  ; J' Z' J X L' d X J H' -+ H'd  M ‘ 


S.^  Z" d x^^S.U d xS^Ti d X . Donc  , puifque 
n=s.z'dx^  j'n  = J's-.zV*=s-.LVxJ'n'-4-s.H</*. 
Mais  on  vient  de  trouver  cy-deflus  ^ S.Z  d x~ 
S.Ld xS'U—^S.Hd X ; donc,  en  fubftituant  pour  J' H 
fa  valeur,  on  aura  la  variation  cherchée  ^ S.Z d x=: 
S.Ld  x.S.U  d xi'  n'— 4-  s.  Il  d X ,S.  H'd  x —¥•  S.Hdx, 

3 ? Puifque  Z'  eft  une  fonélion  des  feules  quan- 
tités ?,  r,  6*f.,  on  aura  d Z"=.M“d x-^ 

lTd/-*-F'dp-^^dq-hR''dr-^<yc.;iZ"=:N"i/-i‘ 

iZ''=H\  en 

W»‘  dx^  * ’ 

fuppofant  H"=r  y — - -4-  &c,  ; 

i Z"d  x — H'd  X ; S.i  Z"d  x — S.  H"dx;  &,  par  ce  que 
Jl'=S.Z"dxy  on  aura  i H' :=z  i S.  Z"d  x =z  S.  i Z'd  x =: 
S.Hdx. 


Subftituant  cette  valeur  de  «An'  dans  l’equation 
i S.  Z d X = S.  Ld X . S.  Ld x i Fl'-»-  S.  L'd x .S.H'd x — 4- 
S.Hdx  y qu’on  a trouvé  cy-delTus  , on  aura  la  varia- 
tion cherchée  i S.Z d x = S.Ld x.S.L'd x.S.H' d x-+- 
S.  L'd  X . S.  H'd  X —4-  S.  Hd  x . 

4?  Maintenant  pour  délivrer  cette  formule  des 
fignes  multipliés  d’intégration,  fuppofons  d’abord  S.Ldx 
— ^y  ou  Ld  x~d  V y ?c  nous  aurons  S.Ldx.S.H“dx 
z=zS.dV.S.H"dx:=.VS.H’dx—S.VH"dxy  & S.Ldx.X 
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5. L'J x.S.H'dx  — VS.L’dx. S.  H' dx— S.  ^Ldx.  S.  H'd x; 
donc  S'S.Zdx=VS.Ldx.S.H'dx  — S.  VLd x I. H"dx 
~¥S.tdx.S.Hdx-^S.Hdx. 

5?  Suppofant  encore  S.Ldx=.V\  ou  Ldxz= 
dV  , ou  aura  S.  L!  d x .S.H"  d xzzzS.d  V ,S.Hdx=^ 
V'S.H'dx  — S.Virdx,  & VS.Ldx.S.H'dx—VV'.X 
S.H’dx—VS.V'H'dx;  donc  S' S.  Z d x=iVV  S,H‘d  x 
— VS.  VH“dx-~-  S.VdV.  S.  H"dx-¥  VS.  H'dx~¥ 
S.Hdx. 

6?  Suppofànt  enfin  VdV’^^dV^  ou  S.VdV 
= r',  on  aura  S.Vd  VS.H'dx^S.d  V‘.S.H'‘dx=z 
V'S.H"dx  — S.VH“dx;  & en  fubftituant  cette  valeur 
dans  la  derniere  équation,  on  aura  la  variation  cher- 
chée S'S.Zdx^VV'.S.H^dx—VS.  VH“dx—  V S.H"d x 
^S.VH'dx-^VS.H'dx—i-S.Hd  X ^ ou  ^S.Z  dx=z 
( y y-.  V ) S.  H'dx—  V.  S.  VH‘‘dx-¥  S.  V'H”dx-^ 
VS.H'dx-irS.Hd  X.  En  remettant  dans  cette  formu- 
le les  valeurs  de  H",  //' , 8c  if,  on  aura 


S^S.Zdx^{VV‘^V).S.dx{N''S^y-^ 


P*  A,  if  Q'AA»if 


djt 


Ax* 


■&c.  ) 


^V.S.Vdx(N’J^y~¥ 


P'd.ty 


d X 


Q'dd.ty 


d** 


■&C.  ) 


^S.Vdx(N“J'y 

-+.rS.</x(N'J'/ 


P'd.iy 

dx 

Pd.iy 

dx 


dx  •' 


•+S.  d x(^N  J^y  


Qdd.iy 

dx'- 


<2‘c.) 

DLXXIV. 
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48? 


DLXXIV. 

Corollaire  I.  Si  on  veut  avoir  la  variation 
^de  la  formule  intégrale  S.Zd»  depuis  x = o,  jufqu’a 
x = on  prendra  les  intégrales  V~S,Ldx  ^ P"=; 
S.L'd^^  8c  V — S.  Ü d X ^ de  maniéré  qu’elles  s’eva- 
nouident  en  faifant  x=o,  & qu’en  fuppofânt  enfuite 
x=ay  elles  deviennent  V—Ay  V'=.A'y  V’=.A"  y 
8c  on  pourra  mettre  ces  valeurs  A y A'  y A^  pour  V y 
V y V y dans  la  formule  de  la  variation  que  nous  a- 
vons  trouvée,  lorfque  les  lettres  Vy  V y V font  hors 
du  ligne  d’intégration  S. 

DLXXV. 

Corollaire  II.  Si  on  fuppofe,  pour  abréger, 

N-¥  ( A—  V)  ( AA"— A"— AV'-*-  V^)N“=( N)  ; 

P-*-{A^V)P'-^{AA'—A"—AV'-^V")P'=i{P)  ; 
^j-*-{A—V)^-^{AA'—A’—AV-^V’')^=:{^; 
R-¥{A—V)R:-*-{AA'—A"—AV'-*-V'')R''={K); 
CTc. 

La  variation  de  la  formule • 5*.  jufqu’a  « = <>,  fera 

Q.q  q 
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DLXXVI. 


Corollaire  III.  Si  on  fait  les  reduflions  com- 
me dans  les  Problèmes  precedents,  on  trouvera  pour 
la  variation  cherchée  jufqu’a  x — a 


i'S.Zâx  = S.dxS'y^{'N) 


dx^ 


d(PJ  dd(R) 

Jjr* 


+ 


d(R) 

à X 


+ 


ù'C. 


DLXXVII. 

Corollaire  IV.  Puifque  V—S.l'd  P’\  on 
aura  Ay—V'—S.{yi~y)Ldx.  Car  L'dxz=zdT  ; 
par  confequent  S. (A — V) L'd x=S.Ad V — S.Fdy=^ 
AV — V" . C’cft  pourqiioy,  fi  on  fuppofe  l’intégrale 
S.i^A — V)  L'd x~X^  en  prenant  cette  intégrale  de 
façon,  qu’elle  s’evanoüifle  lorfque  x = o,  & quelle  de* 
vienne  5,  lorfque  x~a,  de  forte  qu’on  ait  S.Ldn 
= y\  & qu’en  fuppofant  x = a,  V devienne  A;  qu’- 
on ait  auffi  S.{A—-y)L'dx  = X^  8c  qu’en  fuppofant 
N = 4,  X devienne  =â.  Dans  ces  fuppofitions  les 
valeurs  marquées  dans  le  Corollaire  II,  deviendront 
telles  qu’on  les  trouve  cy-delTous 
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AT-4- ( ^— r)  iV'-+- ( S — X ) N' = ( AT) 

P-^{A—y)P'~^{B  — X)P“^{P) 
j^-+- ( ^— r)  ( B — X)  4/=  (j^) 
R-^{A—y)R'^{B~X)R"=^{R); 

Car  il  eft  évident  dans  les  fuppofitions  qu’on  vient  de 
faire,  que  AA' — A'—B^  8c  que  A R' — V"=Xy 
8c  par  confequent  que  AA'  — A” — A V'-\-  P' =. B — X, 

DLXXVIII. 

Lemme  . L’equation  difierentielle  d Z — Z tt  d x 
—^rrdu^  dans  laquelle  -n  8c  r font  des  quantités  quel- 
conques confiantes  ou  variables,  a pour  intégrale  l’equa- 
tion  Z = e étant  le  nombre, 

dont  le  logarithme  cfl  l’unité. 

Car  cette  derniere  équation  étant  divifée  par 
Ze  ^■^‘^'^=5'. & en  dif- 
férentiant  celle-<y,  on  a d Z — Z -n  dx 

= équation  différentielle  propofée. 

DLXXIX. 

PROBLEME  VI.  Trouver  la  variation 
S'S.Zdx  de  la  formule  intégrale  q>  — S.Zdx^  dans 
laquelle  la  quantité  Z,  outre  les  lettres  x, 
r,  (D'c.  contient  l’intégrale  meme  9. 


4p2  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

Solution.  Puifquc  Z eft  une  fonflion  des  quan- 
tités û.  difTérentielle  fera  à Z 

:^Ld(f—¥Md»-¥Nd^—¥Pdp—^^Jq-^-Rdr—^(7c. , 
& fa  variation  J'  Z — 

R é V 

■H ; par  confeqaent  J^Zdx=^LdxJ^<p-*- 

Hdx^  en  fuppofant  H—NS' /-+■  j’/--  — >* 

<irc. , & 5.  é' Z X = J' S.  Z ^ = J' 9 = y.  L .V  J' 9 
-+S.Hdx.  Donc  en  fuppofant  J'9  = a,  on  aura 
S.Lndx-i-S.Hdx  y d’oîi  l’on  tire,  en  difl'érentiant  , 
dx  — Lzd  X-*-  Hd  X y Bc  y en  intégrant  (par  le  Lent- 
me  precedent),  z = e^'^'^*X  S.e~^'^‘^’‘Hdx.  Donc, 
fi  on  fuppofe  S.Ld x — Vy  on  aura  la  variation  cher- 
chée J' S.Z  d x=  J' <p  :=z:=2e^  S,  c ^ X 

S,é~^dx(NS^y-+  -H-  — f- Ô*r.  ) . Si  on 

veut  avoir  cette  variation  depuis  x = o,  jufqu'a  x = ay 
on  cherchera  la  valeur  A de  l’intégrale  V=S.Ld x 
dans  cette  fuppofition,  & ayant  fait  N={N)  ; 

/-'^P  = (P);  /-^P  = (R); 

&€.  y on  trouvera  par  les  reduélions  faites  comme  dani 
les  Problèmes  precedents,  la  formule  fuivante 
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^^S,Zdx=zS.dxf'y'^(N)- 


d(P)  ^ Jd(Q) 


JJ  (R) 


a M 


d(Q.) 


d 


dx 

J(R) 


J»* 

JJf  R) 


dx^ 


dd.t  y 

. £i 

dx- 

Ô’f. 


li  X 

Ü£1 

a X 


J*' 

■ÛV.^ 


dx} 

<t\S) 


45>3 


Jx» 


dx* 

6v.  j- 


‘«îrc.  j- 


D L X X X. 

Corollaire.  Si  on  a l’equatlon  différentieüe 
d^'=.Zdx^  le  que  Z contienne  l’intégrale  <p  = S,Z  dx  ^ 
& de  plus  les  lettres  x,/,  />,  </,  r,  ô'r . , on  pourra 
trouver  par  ce  Problème  la  variation  ç=zj' S.Z  d x. 

D L X X I. 

PROBLEME  VII.  Trouver  la  variation  J' S.  Z </ x = 
J' 9 de  la  formule  intégrale  <^  = S.Z  d x^  dans  laquelle 
la  quantité  Z renferme  non  feulement  les  lettres  x, 

^ ^ , r , Ô*r. , & l’intégrale  même  9 , mais  de  plus 

une  autre  formule  intégrale  n = 5.  Z'</x,  Z'  ne  conte- 
nant que  les  quantités  x,^,  r,  Ô*f. 

Solution.  Puifque  Z eft  nne  fonélion  des  quan- 
tités 9,  rij  » i / y P ^ qy  r,  C"f.,  fa  différentielle  fera 
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dZ=zKd^—hL(iil—^AIdx—i-Nii/—i-Pdp—*-  ^d  q 


-+Rdr-^&c.y  Sc  fl  variation  <rz  = /v<f'ç— t-L</n 

■'  “*  àx’- 


De  même,  puifque  Z'  efl  une  fonélion  des  quan- 
tités Xyj^ypyqyr,  ^ c.  fc  U 1 l' lu  c n t , on  aura  d Z'=z 
M d X —^Nd jf  —hP'd P -4- Sî^d q -4-  R d r-H- iTc,  i S'  Z = 

j; H — H = H ; 8c  par 

ce  que  n = S.Z‘dx  , ou  aura  J'Tl==:J^S.Zdxzzz 
S.S'Zdx;  par  confequent  II  = S*.  ^ AT  J ^ 

Suppofons 

H=  AT/ -4- -+ -£££ii 

8c  Z,  J' II— 4-//=w;  & par  ce  que  J'ç)=:S'.£f'Z</*  = z, 
on  aura  ^Zdx=zd%;  J' Z =z2~=z K z-+ u ; par 

confequent  d»=z:z  K d x—\ru  d x y d’où  l’on  tire  (par 


dx^ 


dx^ 


le  Lemme  precedent)  udx  — S'ç. 

Or  ud x=zLdx<f^Tl—f-Hdx=:LdxS.Hdx—^Hdx;  8c  en 
fuppofant  S.Kdx  = Vy  on  zura.  u d x = e~^X 

LdxS.Hdx-+e  ^Hdxy  8c  y en  intégrant  de  part 
8c  d’autre,  S.e~^'^‘‘*udx  = S.e~'^LdxS.H'dx-i- 
S.c~^Hdx. 
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Soit  S.e  ^ LJ  x=:  y ^ ou  e~^  Ld  xz=zd  V ; & 
ou  aura  S.c~^’^‘‘*udx=zS.d  y S.  Hd  x^5.e~’^  X 

Hdxz:^yS.H'dx-~S.yH’dx-i-S.e-^ Hdx  ; donc 
la  variation  cherchée  / ç z=  <T  5.  Z = z = ^ * X 

s.e-^-‘^'^\dxz=/ y S.  H'dx— / S.  ynd  x / x 

S.è~^ Hdx ; en  remettant  dans  çette  formule  les  va- 
leurs de  H'  & de  //,  on  aura 


J^S.Zdx=ic^y.S.dx(N'J'/ 

— e^’S.V'dx^N'^y 
— e S.e  ^d x^N S'j) 


. 0:dJiy 

R'à d H , i f 

4x 

^ dx^ 

* dx^ 

— h 

P 'd  t y 

, Q'ddi  y 

. RàUy 

"■*  TU 

^ dx^ 

— +• 

, Qdd*  y 

*■  ■ 

' dx 

— 4" 

(S-c.) 
&c.  ) 


Si  on  veut  avoir  cette  variation  depuis  x = 0 , jufqu  a 
x — a,  on  cherchera  la  valeur  A de  l’intégrale  F,  & 
la  valeur  A'  de  l’intégrale  y dans  cette  fuppofition; 
enfuite  ou  fera , pour  abréger , 


^ N-^.  / ( A'-^  y)  N'=  ( N) 
P-^-e^{A'—y)P'—{P) 
e'‘(A'-  y)  ^'=  ) 

y)  R— {R) 

&c. 


\ 
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Et , en  faifant  les  reJuflions , comme  dans  les  Problè- 
mes precedents , on  aura  la  variation  cherchée , jufqu’a 


J' S-.  Z d A = ^ X J' , { ( AT  ) _ -4- Ô*r.  J 


diPJ 


dd(R) 

dx^ 

■ Crc. 


-+<i7'c. 


Û*c. 


D L X X X I r. 

Corollaire.  Si  on  a l’equation  différentielle 
dip  — Zdx^  & que  Z foit  une  fonélion  des  quantités 
ç,  n,  X , f y P ^ q y r y Ô'c.  , & n = Z'd  X , Z'  ne 
contenant  que  les  lettres  x , ^ ^ , r , Û'c.  On 
pourra  trouver  par  ce  Problème  la  variation  J' 9. 

DLXXXIII. 

PROBLEME  Vin.  Trouver  la  variation  f'S.Zdx 
r=^9  de  la  formule  intégrale  S.Z dx~(fy  dans  laquel- 
le la  quantité  Z renferme,  outre  les  lettres  x, py 
■q  y r,  O’c.  la  formule  intégrale  n = S.  Z'dx,  & Z' con- 
tient encore,  outre  les  lettres  x,  py  r,  &c.  la 
formule  intégrale  n=:5.Z'dx.  SoLU- 


\ 
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Solution  . Puifque  Z eft  une  fon£lion  des  quan- 
tités n,  ity  y ^ r,  , fa  différentielle  fera  dZ 

=^LdTl—^Mdx—^Ndy—*‘Pdp—*‘^ûq—^Rd  r— ♦-'dT’r., 
& fa  variation  ^ Z=LS‘Tl-^NS' 

■'  ax  J,* 

— *-Ô’f.  = LJ'n— ♦-// ; par  confequent  î'Zdx— 
Li'  Ud x-¥ Hd X y & la  variation  cherchée  S'<f=S.S'ZdM 
= S.LdxS'n-^S.Hdx. 

De  meme , puifque  Z'  eft  encore  une  fonflioa 

de  n,  X,/,  py  qy  r,,Ù‘c.y  fa  différentielle  fera  dZ' 

=L'dn-^  flf  dx—t^N’dy-t-P'dp—t-^dq-hR'dr—i- 

^Tf.,  & fa  variation  J'  Z'—L'if'Tl-+N 

£jiÉll-i.E£lL-i.(yc.=:L'<S^n-i-H'  ; i^Z'dxz=i 
dx^  dx^  * 

JJdx^U-^-Hdx  ; S'X\z=,S.Ldxi'U-\-S.Hdx  ^ par 
ce  que  U=zS.Z'dx,  8c  eMI  = J. «T ZV x . Suppofant 
prefentement  J'n  = S. J'Z'</x  = x , on  aura,  en  dlffé- 
rentiant  , J'Z'dx^dz,  <l'Z'=-yj=L'J'n-t-H'; 
d z=zLd  X S'TX—^rHd  X , ou  d z — k L' d x -¥  H d x . 
Donc,  en  intégrant  comme  dans  les  deux  Problèmes 
precedents,  on  aura  S.c  ^'^^*Hdx^  ou 

«T  n = * = e^S.e~^//'</x,  en  faifant  S.L'dx-=V. 

R r r 


4p8  Elemems  du  Calcul  Inte'gral 

Puis  donc  qu’on  a trouvé  cy-dcflus  / ç = 
S,  S.  Hiiiiy  on  aura  J' (p:=z  S.  e^Ld»  X 

S.c~~^ H'd it-^S.Hd K.  Si  on  fuppofe  e^Ldx  — dV^ 
ou  S.e^Ldx  — y y on  aura  la  variation  cherchée 
J'<j>=zS.dV'S.c~^ Hdx  -hS. Hdx=  V S.  e~ ^H'dx  — 
S.  y" é~^ H' dx-k-S.Hdx  , en  remettant  dans  cette 
formule  les  valeurs  de  H'  & de  H,  on  aura 


■ S.dxÇNS'f 


dx^ 

dx^ 

, P'diy 

. £>'ddi  y . 
* ^ 

R W y 

à X 

dx^  ' 

, Pdiy 

h„2£±1l_4 

R d'd  y 

dx 


dx' 


*■  C'c.  ) 


Si  on  veut  avoir  cette  variation  depuis  >f  = o, 
jufqu’a  * = /»,  on  prendra  l’intégrale  S.e^Ldx~A; 
dans  cette  fuppofition  on  fera , pour  abréger, 


V')N'  = {N); 
P-^e-''{A—V)  P'=(P); 

Et  en  faifant  la  reduflion , comme  dans  les  Problèmes 
precedents , on  aura  la  variation  cherchée 


d 
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A99 


&c. 

D L X X X I V. 

C0ROLLAIR.E  GENERAL.  Donc  , quelque  for- 
mule intégrale  (pz=S.  Z d Xy  qu’on  propofe  fa  variation 
depuis  x = Oy  jufqu’a  x^a^  fera  toujours  exprimée 
de  la  maniéré  fuivante 


= 7, 


J(.p)  'WOI  JHn  An 


diH)  JdjR) 


dx 

à(R) 


</** 

dd(S) 


• &€. 


dx^ 

Ûill 


dx* 

•ev.} 


dx* 

■e?c.} 
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En  prenant  dx  confiante,  & en  déterminant  les  va- 
leurs des  lettres  en  parenthefes  (iV),  (^),  ('R)» 

(S),  Ô'f.  comme  dans  les  Problèmes  precedents. 

On  voit  de  plus,  par  tout  ce  que  nous  avons 
dit , qu’on  peut  toujours  trouver  par  le  calcul  diHifren- 
tiel  U variation  d’une  quantité  compofée,  comme  on 
voudra  des  formules  intégrales,  & des  formules  abfo- 
lues , ou  fans  intégrales . Par  exemple  , fi  la  quantité 
f',  dont  on  veut  trouver  la  variation,  contient  les 
formules  intégrales  quelconques  <f  = S.Zdxy  = 
S.Z'dx  , <fz=zS.Z“d X ^ Ô’r. , en  différentiant  a l’ordi- 
naire , on  aura  d V—  Kd<f—\-K'd 9'— t- K"d O’r. , 
fa  variation  fera  J'  F — K <f -+■  K'é'  9'— 4-  K’  J'  9'-+  &e. 
8c  on  trouvera  par  les  réglés  precedentes  les  variations 
particulières  <^'9",  Il  eft  encore  évi- 

dent que  la  variation  <T  F fera  toujours  exprimée  par 
la  formule  fui  vante  J^F=:S.(A)dxJ^/-¥(B)S'j/-+- 

(C)-^-^(D)Ü^-»-Ô*f.,  dans  laquelle  (A),  (5), 

(C),  (D),  &c,  font  des  fondions  qu’on  pourra  trou- 
ver par  les  réglés,  qu’on  a établies  cy-deffus. 
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ARTICLE  SECOND. 

De  f application  du  Calcul  des  Variations 
a la  folution  des  Problèmes. 

DLXXXV. 

Les  principaux  Problèmes,  qu’on  peut  propofer  de 
refoudre  par  le  Calcul  des  Variations,  fe  reduifent  aux 
deux  fuivants  : le  premier , qu’on  peut  appcller  DircH 
eft  celui-cy:  la  relation,  ou  l’equation  primitive  (£) 
entre  les  deux  variables  * & / étant  donnée  avec  là 
variation  J'  ( £ ) , par  laquelle  on  determiue  la  valeur 
de  cf'^,  variation  de/,  trouver  la  variation  J' d’une 
formule  compofee , comme  on  voudra,  des  deux  va- 
riables X &/,  de  leurs  dérivées,  ^=-^,  q — 

r = — , î = 4^ , (7c. , & même  d’intégrales  non  de- 
veloppées,  qui  renferment  ces  variables,  & leurs  diffé- 
rentielles de  quelqu’ordre  que  ce  foit.  Le  fécond  Pro- 
blème eft  l’inverfe  dil  premier  & peut-être  énoncé 
ainfi  : une  formule  quelconque  V compofée  comme 
dans  le  Problème  precedent  étant  donnée,  trouver  quel- 
le doit  être  la  relation , ou  l’equation  principale  ( £ ) 
entre  les  deux  variables  * & / , pour  que  la  variation 
J'  de  cette  formule  foit  égalé  a une  quantité  donnée , 


ou  a zéro. 
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On  peut  refoudre  le  Problème  direft  par  les  ré- 
glés du  calcul  des  variations,  que  nous  avons  établies 
dans  l’Article  I. , car  on  trouvera  par  ces  réglés  la  va- 
riation 

(D)  _4« (s‘c.  8c  en  fubïHtuant  dans  cette  formu- 

le  la  valeur  de  la  variation  J'/  trouvée  par  la  relation 


donnée  «P  ( £ ) , on  aura  la  variation  cherchée  J'f'.  Il 
faut  feulement  remarquer  que  les  différentielles  de  tous 
les  ordres  , ddy  d^f , Ô'r. , Sc  leurs  puilfances 

quelconques  <//*,  dd/  y d y , dy  y ddy  , d*y  y 
Ô’f.  peuvent  toujours  être  exprimées  par  les  lettres 
P y 9'»  *“y  Ô*c.,  & par  les  puilfances  de  la  différen- 

tielle confiante  dx.  Car  dy  =pd x ^ ddy  = dpdx  = 
qdx*  J d^ y:=d q d x*  = rd x^  y Ô'r.  , dy^=p^dx'  , 

dy^  ~p^  d x^ ^ 6*f. , ddy  ~q^dx*y  6*r./  cette  remar- 
que efl  fouvent  neceffaire  pour  rappeller  une  formule 
donnée  a l’expteffion  S.  Z dxy  dont  nous  nous  fommes 
fervis  dans  l’Article  I..  Suppofé,  par  exemple,  qu’on 

ait  la  formule  V :=  S.  y & qu’on  veuille  la 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  IX.  503 

réduire  a l’expreflion  S.Zdxy  on  n’aura , pour  cela , 
qu’a  écrire  p'dx*  pour  d/*  dans  la  quantité 

^dx*—t~d/*  , qui  par  cette  fubftitution  deviendra 
= *^</**— t-p* </»*'=  i-t-pp  ; d’où  l’on  tirera 

S,  iilŒEELz=s.zdx,  & z=C'..-rpr . 

DLXXXVII. 

Pour  refoudre  le  Problème  inverfe , il  faudra  d’a- 
bord trouver,  comme  dans  le  Problème  direél  la  va- 
riation J'  y exprimée  en  <J'/  ; ce  qu’on  pourra  toujours 
faire  ; enfuite  on  égalera  cette  expreflion  de  é'  ^ a la 
quantité  donnée , ou  a zéro , & on  déterminera  par 
cette  égalité  la  relation,  ou  l’equation  cherchée  (£) 
entre  les  deux  variables  * & / . C’eft  dans  cette  par- 
tie de  la  folution , que  confille  toute  la  difficulté  du 
Problème  inverfe.  Nous  allons  la  développer,  & éta- 
blir les  principes  neceflaires  pour  la  furraonter,  en  ap- 
pliquant gencralement  le  Calcul  des  Variations  aux 
Problèmes  de  Maximis  Ô*  Minimis , qui  ont  donné 
occafion  a la  decouverte  de  ce  calcul,  & de  pluiieurs 
autres  belles  méthodes. 


504  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 
, DLXXXVIII. 

Si  V cft  une  fonftion  quelconque  compofée  de  I2 
feule  variable  x,  & de  confiantes , Sc  qu’on  veuille 
trouver  la  valeur,  qu’on  doit  donner  a z,  pour  rendre 
cette  fonflion  ^ la  plus  grande , ou  la  plus  petite  pof- 
fible,  on  démontré  dans  les  elemens  ordinaires  de  la 
méthode  de  Mttximis  & Minimis^  qu’on  n’a  qu’a  pren- 
dre la  différentielle  d V ^ ou  la  variation  quelconque 
infiniment  petite  faire  </ P',  ou  <S'V=o,  8c  déter- 
miner par  cette  équation  la  valeur  de  z ; d’où  il  fuit 
que,  fl  la  formule  V efl  une  fonflion  compofée  d’au- 
tant de  variables,  qu’on  voudra  z,  x,  «,  itirr.,  on 
en  trouvera  toujours  le  Maximum^  ou  le  Minimum^  en 
faifânt  l’operation  que  nous  venons  de  dire  pour  cha- 
que variable  en  particulier,  toutes  les  autres  variables 
étant  regardées  comme  confiantes . Car  chacune  de  ces 
operations  donnera  une  équation  entre  les  variables  & 
les  confiantes;  on  trouvera  autant  d’équations,  qu’il  y 
a de  variables  dans  P^,  8c  on  en  déterminera  les  va- 
leurs par  la  comparaifon  des  équations . 

De  même  fi  on  propofe  une  fonilion  V compofée 
de  confiantes  8c  des  deux  variables  x 8c  8c  qu’on 
demande  la  valeur  qu’il  faut  donner  a la  variable  y, 
pour  qu’après  la  fubflitution  d’une  quantité  donnée  a 
au  lieu  de  x dans  cette  fon^ion  P',  elle  devienne  un 

Maxi~ 
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Miiximum,  ou  un  Minimum  y on  n’aura  qu’a  d’abord 
fubftituer  dans  V la  quantité  a pour  ce  qui  rendra 

V une  fonclion  de  la  variable  /,  & de  confiantes, 
dont  on  trouvera  le  Maximum  y ou  le  Minimum  par 
l’equation  dVy  ou  S'P'=.Oy  comme  dans  le  premier 
cas;  pourvût  neantmoins  que  V foit  une  fonélion  déve- 
loppée de  U & de  /,  dans  laquelle  on  puifle  fubftituer 
aéluellement  la  confiante  a pour  la  variable  *. 

DLXXXIX. 

Mais  fl  dans  cette  demiere  équation  la  quantité 

V n’efl  pas  une  fonélion  développée  de  *,  & de/: 
par  exemple,  fi  c’efl  une  intégrale  S.Zdxy  dans  la- 
quelle Z efl  une  fonélion  quelconque  de  x & de  /,  la 
queflion  efl  d'un  autre  genre,  & a befoin  d’une  mé- 
thode bien  différente  de  la  première,  pour  être  refo- 
lue.  Alors  on  ne  peut  pas  fubflituer  a dans  la  différen- 
tielle Zdxy  mais  il  faudroit  d’abord  prendre  l’intégrale 
S.  Z dx  y en  fuppofant  * & / variables , & fubflituer 
enfuite  dans  cette  intégrale  la  confiante  a au  lieu  de 
X,  par  ce  que  la  valeur  de  cette  intégrale  dépend  de 
la  relation  entre  ces  deux  variables , & que  cette  va- 
leur môme,  apres  la  fubftitution  de  a pour  x,  change, 
lorfque  la  relation  entre  x 8c  y vient  a changer.  Dans 
ce  cas  on  peut  propofer  ainfi  le  Problème:  fuppofé 
qu’on  doive  prendre  l’intégrale  S.Zdxy  de  maniéré 

S ss 
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qu’elle  s’evanoiiifle,  lorfque  x~o,  & qu’elle  ait  une 
valeur  quelconque , que  nous  defignerons  par  H,  après 
qu’on  aura  fublUtue  la  confiante  a au  lieu  de  x , on 
demande  quelle  doit  être  la  relation,  ou  l’equatlon  en- 
tre les  deux  variables  * & / , pour  que  la  quantité  H 
foit  un  Maximum  ou  un  Minimum. 

DXC 

Pour  refoudre  ce  Problème , nous  fuppoferons 
d’abord,  comme  on  a coutume  de  faire  dans  i’analife, 
que  la  relation , ou  l’equation , qu’on  cherche  entre 
« & /,  efl  déjà  trouvée,  de  forte  que,  quelque  valeur 
déterminée  qu’on  prenne  pour  *,  on  ait  au  moyen  de 
cette  équation  la  valeur  déterminée  de  /,  par  confe- 
quent  celle  de  Z fonèlion  de  * & de  / , & pour  rendre 
la  chofe  plus  claire,  foit  yf  S (F/^.  14.)  une  ligne  droite 
—a,  autour  de  laquelle  on  fuppofe  décrites  deux  cour- 
bes FNE,  G MC,  telles  qu’ayant  mené  la  ligne  NM 
perpendiculaire  a 5 au  point  P,  l’abfcifle  commune 
aiP  foit  =x,  l’ordonnée  PN—y,  & l’ordonnée  cor- 
refpondante  PM— Z.  Il  ell  évident  qu’ayant  pris 
P P pour  d X,  on  aura  Z d x z=z  P M M‘p , & S.  Z dx 
— l’aire  AG  MP,  qui  s’evanoLiit  lorfque  * = o,  & 
devient  AG  MC  B,  lorfque  x — a;  par  confequent 
cette  aire  AG  MC  B fera  la  quantité  defignée  par  H, 
qui  doit  être  un  Maximum , ou  un  Minimum , & dont 
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ü variation  / H fera  nulle  par  le  principe  general  de 
la  méthode  de  Muhnis  & Minimis.  Suppofons  pre- 
fentement  que  chaque  ordonnée  PN^  ou  / reçoive 
une  variation  quelconque  & qu’en  confe- 

quence  l’ordonnée  correfpondaute  PM  reçoive  la  varia- 
tion Mrrr=.j  Z ; il  eft  clair  que  l’aire  Mmm'M'= 
J' Z dit  fera  la  variation  de  l’aire  PMMpy  que  l’aire 
GgmM  fomme  des  elemens  Mmm'M'y  qu’on  exprime 
par  S.J  Zdx  fera  la  variation  de  l’aire  AG  MP  y & 
que  l’aire  GgmcCMG  fera  la  variation  de  l’aire 
AG  MC  B prife  depuis  la  première  ordonnée  AG  y 
jufqu’a  la  derniere  BC  y ou  depuis  m = o,  jufqu’a 
K~a.  Il  faudra  donc  que  cette  aire  GgmcC~i'H 
devienne  nulle , quelles  que  foienc  les  variations  J' / 
des  ordonnées  y . Or  ces  variations  font  arbitraires, 
& indépendantes  les  unes  des  autres,  de  Ibrte  qu’il 
n’eil  pas  necelfaire  de  donner  des  variations  a toutes 
les  ordonnées , & qu’on  peut  fuppofer  qu’elles  font 
toutes  nulles,  excepté  celle  des  ordonnées  qui  font  fur 
la  ligne  infiniment  petite  Pp\  8c  alors  l’aire  GgmeCy 
ou  la  fomme  des  éléments  Mmm'M'  fe  réduira  a cet 
élément  feul , & fera  ^Zdx=^I'H.  Donc  lorfque  H 
fera  un  Maximum  y ou  un  Minimum  y on  aura  S'Zdx 
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DXCI. 

Cette  reflexion  fuffit  pour  refoudre  le  Problème 
propofé,  lorfque  la  quantité  Z dans  la  formule  inté- 
grale S.Zdx  efl  une  fouélion  quelconque  des  deux  va- 
riables finies  tt  & /.  Car  dans  ces  cas  on  aura  la 
difl'érentielle  dZ:=MdK~+N(ij'  ; par  confequent  la 
variation  i'  Z^^Ni'y  ^ & l’element  <f‘ Z dx=:NdxJ'y 
= 0,  quelque  foit  la  variation  <i'y.  Or  cette  varia- 
tion J'y  étant  entièrement  arbitraire,  on  ne  peut  avoir 
dans  tous  les  cas  Nd xJy=zo  , a moins  que  N ne 
foit  =0.  On  aura  donc  N=o  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X,  & on  déterminera  par  cette  équation  la 
relation  cherchée  entre  x & ou  l’equation  a la 
courbe  FNE. 

Exemple.  Soit  la  formule  propofée  S.Zdx:^ 
S,dx(^bb  — nxy~+.^^;  d’où  l’on  tire  Z~bb—^ 

fi  xy  -i-J—  , d Z ~Md  X -+  Ndy  ~-—ny  d x — n xdy 

-4-—^  , & N=  — . Donc,  en  faifànt 

(7  f 7 

N—0^  on  aura  — wx— = & — - — =:y  , e- 

quation  cherchée  a la  courbe  F NE , qui  fera  une  pa- 
rabole ordinaire,  dont  le  paramétré  eft  l’axe  JIB, 
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8c  le  fomniet  en  y? . Si  on  fuppofe  ~ =y , ou 


L 1 


w=-^,  on  aura /=/*  J**  / Z — bb — • 


J.  J. 

îf" 


Z (J  x = b b d X- 


L L 

r>  _» 


**/<* 


î,  S. 


8c  S.Z  d x — b b X Î-ÇJL. , intégrale  qui  s’evanoiiit, 

lorfque  * = 0 , & qui  eft  un  Maximum , ou  un 
mum  ^ quelque  confiante  a qu’on  y fubfiitue  pour  x. 

DXCII. 


Si  la  quantité  Z dans  la  formule  S.Zdx  contient 
avec  les  variables  * & / leurs  différentielles  quelcon- 
ques, ou  les  rapports  de  ces  différentielles  exprimés  par 
les  lettres  r,  r,  Ô’c. , de  forte  que  l’on  ait  dZ 

= Md  X -i-  Nd/-*-  P d p-i-  ^d  q -i-  Rd  r-+&c,  , on 
trouvera  par  le  Probl.  III.  de  l’Art.  I. 


^ S.Z  d x^=zS.  d X S' y Çn 

i'y  (P 


ddQ 


d^R 


dQ 


dx' 

ddR 


■¥&c.)=:S.{A)dxi^y 


d* 


dR 

dx 


dx* 

•eirr.  ) 


-<yc.) = (B)  J'/ 


■=  (C)-^ 


ddi 

dx 

■&c. 


= (D) 


ddi  y 
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OU  - S.Zdx  = S.{A)dxj 

(D)  ->•  ^c.  variation  qu’il  faut  prendre  depuis  le 

commencement  de  x = o,  jufqu’au  terme  de  x — a^ 
pour  qu’elle  devienne  égalé  a <*  H,  variation  de  l’aire 
j4GC B — H=  l’intégrale  S.Zdx  prife  depuis  A 
jufqu’a  B,  ou  depuis  * = o jufqu’a  x = a.  Or  pour 
que  cette  intégrale  foit  un  Maximum  y ou  un  Minimum 
il  faut  par  le  principe  general  de  la  méthode  de  Maxi- 
mis  & Minimisy  que  fa  variation  J' H foit  toujours 
nulle,  quelque  foient  les  variations  i' y y quand  bien 
môme  on  ne  feroit  varier  que  l’ordonnée  P Ny  qui  ré- 
pond a l’ablcifle  AP  — x moindre  que  AB~a\  & 
c’eft  par  cette  égalité  qu’on  trouve  la  rela- 

tion cherchée  entre  x 8c  y y où  l’equation  a la  courbe 
FNE  c’eft  ce  que  nous  allons  expliquer. 

Il  faut  d’abord  remarquer  que  la  formule  S.{A)X 

exprime  la  variation  S'S.Zdxy  eft  compofée  de  deux 
membres  dont  le  premier  S,(A)dxS^y  eft  fous  le  ligne 
d’intégration,  Sc  l’autre 

-4-éiTf.  ne  contient  que  des  parties  abfoluesy  ou  qui  ne 
font  pas  fous  le  figne  S..  Il  faut  remarquer  en  fécond 
lieu  que , pour  avoir  toute  la  variation  J'  H,  on  doit 
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fuppofcr  x — a dans  la  formule  entiare  S.(^A)d x y 

(B) ■<  (yc.\  ce  qu’on  peut 

exécuter  afluellement  dans  le  fécond  membre  de  cette 
formule,  en  y fubdltuant  partout  la  confiante  donnée 
tf  au  lieu  de  *,  & après  cette  iLbllitution  «.'/  defigne- 
ra  dans  ce  fécond  membre  la  variation  de  la  derniere 
ordonnée / = BC,  qui  répond  a l’abfcilTc  AB—a\  & 
comme  cette  variation  eft  tout  a fait  arbitraire,  5c 
quelle  ne  dépend  point  des  variations  precedentes , il 
efl  évident  qu’on  peut  la  fuppofer  égalé  a zéro;  ce  qui 
fera  évanouir  tout  le  fécond  membre,  dont  tous  les 
termes  font  multipliés  par  S'y=.o^  ou  par 
ou  par  d y=z.Oy  il  ne  reliera  donc  plus  que  le 
premier  membre  S,{A)dxS' y ^ qu’il  faudra  égaler  a 
zéro,  pour  avoir  toute  la  variation  SH~o.  Or  ce 
premier  membre  renferme  toutes  les  variations  qu’on 
attribue  a toutes  les  ordonnées  precedentes  /,  puifqu’il 
contient  la  fomme  de  tous  les  elemens  (A)dxjy^  qui 
naifl'ent  de  la  variation  de  chaque  ordonnée  /,  dont 
rabfcifle  efl  x;  de  forte  que,  fi  l’on  fuppofe  qu’il  n’y 
ait  qu’une  ordonnée  / correfpondante  a rabfcilTex,  qui 
varie,  le  premier  membre  S.{A)dxS^y  fe  réduira  au 
feul  element  {A)dxS'y.  Mais  fi  on  fuppofe  de  plus 
que  l’ordonnée  fuivante  /' , qui  répond  a l’abfciffe  x-4- 
</x,  reçoive  une  variation  quelconque  ^ y\  & qu’ayant 
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mis  dans  la  fonflion  {A)  rabfcifle  pour  Xj 

cette  fonflion  devienne  (A)  y on  aura  le  membre  in- 
tégral S.(A)dxJ'j>  — (A)dxS'/—^(^A")dxJ^y'y  & 
de  même,  fi  on  fuppofe  que  les  ordonnées 
(S'c.y  qui  repondent  aux  abfcifles  x-t-zdxy  x-+^dxy 
(D’c.y  reçoivent  les  variations  J'/',  Ô*r. , le 

membre  intégral  S.  (A)  d x<f‘/  équivaudra  a la  fuite 
( A)  d xS'f-*-  (A‘  )dx  S'y  A")  d X S y"  — t-  ( A”")  X 

dxSy-¥C}'c.y  qu’on  peut  concevoir  continuée  d’un 
côté  jufqu’au  commencement  de  * = o,  & de  l’autre 
côté,  jufqu’au  terme  de  x=j.  Donc  quoique  la  va- 
riation SH  foit  reftrainte  au  terme  de  x—ay  néant- 
moins  elle  comprend  toutes  les  variations  interme- 
diaires a caufe  du  membre  intégral  S.{A)dxSyy 
8c  puifque  la  folution  du  Problème  exige  que  le  mem- 
bre intégral  foit  égalé  a zéro,  on  aura  auffi  la  fuite 
(A)dxSy-i.(A')dxS/-i-(A")dxS/-t.(A")dxS/' 
— 4-Ô'f.  = o.  Or  les  variations  J'/,  J'y,  J'y,  J'y', 
O'c.  étant  toutes  arbitraires,  8c  indépendantes  les  unes 
des  autres,  cette  fuite  ne  peut  être  égalé  a zéro,  à 
moins  que  chacune  de  fes  parties  ne  s’evanoüifle , 
qu’on  n’ait  par  confcquent  toutes  les  équations  particu- 
lières [A)dxSy  — o y (A')dxSy=Oy  (A“)d xS/" 
= o,Ô'f. , lefquelles  font  toutes  renfermées  dans  la  feu- 
le équation  indefinie  (A)d xSy=:o  y de  forte  que, 
quelque  valeur  qu’on  donne  a l’afifcilfe  x,  & a la  va- 
riation 
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riation  S'y  de  l’ordonnée  / , qui  répond  a cette  abfcif- 
fe,  il  faut  toujours  qu’on  ait  l’equation  {A)d xSy  — o"^ 
ce  qui  ne  peut  être  a moins  que  la  fonélion  {A)  ne 
foit  =0,  ce  fera  donc  par  cette  équation  (A)  = o^  qu’- 
on trouvera  la  relation  cherchée  entre  x & ou  l’e- 
quation  a la  courbe  FNE.  Dans  le  cas  propofé  on 

a la  fonélion  (A)~N HÛ'r. 

Donc  dans  ce  même  cas  po.ir  trouver  la  relation  entre 

X &/,  qui  rendra  l’intégrale  H ::=z S.Z  dx  \xa  Maximum^ 

ou  un  Minimum,  il  faudra  faire  N • ■ -H  — 
’ dx* 

-;^-4-Ô'c.  = o , 8c  refoudre  cette  équation. 


DXCIII. 


EXEMPLE'.  Soit  la  formule  propofée  S.Zdx~ 
S.  ^ £j,  faifant  p—~^  ou  pdx=dy on 


aura 


dx^-^dy^  = dx/i-i-pp,  & Z = i^SI. 


Donc  dZ=:Mdx-i-Ndy-^-Pdp=~<’'y'^lE 


2/  »/> 


Jd! 


d’où  l’on  tire  7W  = o,  iV=— 


2/ 


FJïT^TpJÎ 

Je  P = — ^ ; J0  = o,  R = o.  &c.  Il  faut 

T t t 
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donc  d’abord  faire  pour  avoir  la  relation 

cherchée  entre  x,  & /,  oh  l’equation  a la  courbe 
FNE^  qui  fera  une  équation  différentielle  du  fécond 
ordre,  qu’il  faudra  intégrer  deux  fois  fucceffivement 
pour  la  réduire  a une  équation  finie  entre  x /.  La 

première  intégration  fe  fera  aifément  de  cette  manière, 
fi  P 

puifque  N — - = o,  on  aura  Ndx~dPj  Npdx=^ 


pdP ,8c  Ndf—pdP^  acaufede  pdx—d/.  Or  puifque 
Aîr=o,&  que  d Z ~Mdx-^Nd/—^-Pdpy  on  aura  dZ==: 
Nd/-*-Pdp=pdP—t-Pdp,S(.y  en  intégrant,  Z — Pp 
— t-C  quantité  confiante.  Donc  puifque  Z — — , 


&que  P = ^ 
-»-C,  & C = 
en  fuppofant 


f I — P P r /> 

■-  , on  aura  — 


*^7 


-PP 


11. 


^pK^-+pp) 
& 


C=-^,  on  aua  T = 7îT-lff)  » 


r{t-*pp)=i>  ! PP= 


i>—y i>y—yy 

y yy 


'LLl — U.  Sc  d x = — ;===!.  équation  différentielle 

du  premier  ordre , qui  renferme  une  confiante  arbitrai- 
re b. 
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Pour  intégrer  encore  cette  équation  ^ on  remar- 

• • y ^ y ~~  if  Â y 

quera  que  la  différentielle  = — ■ — — 

^ //  ^^hy—y, 


d.i^bjf — //,  & que 


^ bdy 


— eft  la  difiérentielle 

yhy^yy 

d’un  arc  de  cercle,  dont  le  rayon  eft  & le  finus 


^^7  — yy\  de  forte  que,  fi  on  dcfigne  cet  arc  par  a, 
on  aura  l’intégrale  * = a — b y — ÿ~y—^c  conftante  ar- 
bitraire. On  peut,  fl  l’on  veut,  réduire  l’arc  a a celui 
d’un  cercle,  dont  le  rayon  eft  l’unité  ; car  fi  l’on 
prend  dans  ce  cercle  l’arc  jS  femblable  a l’arc  a,  on 
aura  a = & l’equation  deviendra  x — ^b^  — 

— //— +-r,  qui  renferme  deux  conftantes  b 8c  c 
introduites  par  les  deux  intégrations  qu’on  a faites. 

On  voit  par  la  que  cette  équation,  qui  fait  que  la 
formule  propofée  S.LjLù^jjjLy  devient  un  Maximum^ 

ou  un  Minimum , n’eft  point  entièrement  déterminée , 
puifqu’elle  renferme  deux  conftantes  arbitraires.  On 
peut  donc  ajouter  au  Problème  propofé  deux  nouvelles 
conditions,  qu’on  remplira  au  moyen  de  ces  deux  con- 
ftantes . 
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Par  exemple,  fi  on  veut  que  x étant  =</,  P 

foit  =0,  puifque  P — -p====^  , en  fuppofànt 
Pz=0y  on  aura  p = o ; & par  ce  qu’on  a trouvé  p = 

— ^ o,  & b— y y par 

confequent  l’arc  a fera  la  demie— circonférence  du  cer- 
cle, dont  le  diamètre  cil  & l’arc  femblable  a 
l’arc  a fera  auffi  la  demie-circonference  du  cercle,  dont 
le  rayon  eft  i . Donc  l’equation  * = ^ i /3  — i>'b y — y y 

-+c,  en  y fubUituant  a pour  *,  & zéro  pour  b y — yy 
deviendra  ay=.^b ^-^rc y 8c.  la  confiante  c~a  — 
fi  étant  la  demie-circonference  du  cercle , dont  le  ra- 
yon cfl  i;  par  confequent  on  aura  x~^b^  — 

^^by — yy—i^/j  — ^ b fi  . Si  on  veut  de  plus  que,  x 
étant  z=zoy  y foit  auflTi  =/,  cette  équation  deviendra 
o~o-o-^n -b fl' y Sc  b=z~;  fubfUtuant  cette 

valeur  de  b dans  l’equation  x = -^b^  — ^ b y — /^-+* 

a — -bfiyOi\  aura  * = -- f/  —y—yy. 
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DXCIV. 

Si  i."i  quantité  Z dans  la  formule  prop.ofée  S.ZiJx 
contient  les  variables  <7,  r,  6v.,  & des  in- 

tégrales non  développées  qui  renferment  les  difiérentiel- 
les  de  CCS  variables,  on  trouvera  la  variation  ^S.Zdx 
prife  depuis  * = o,  jufqu’a  x — a,  ou  (^)X 

pour  que  l’intégrale  H,  où  l’intégrale  S.Zdx  prife  de- 
puis x = o,  julqu’a  x~a  devienne  un  Mtiximu,»^  ou 
un  Minimum  y il  faudra  prendre  la  fonélion-(^) , qui 
fe  trouve  dans  le  membre  intégral  S.{A)dx^^  y y Sc 
l’egaler  a zéro;  cette  équation  (A)  — o donnera  la  re- 
lation entre  » & / , qui  rendra  la  formule  H un  Ma- 
ximumy  ou  un  Minimum  ^ comme  il  eft  évident  par  ce 
qui  a été  établi  cy-deflus . L’autre  membre  abfolu 
(B)tf'/-t-(C)  -4-  ( D ) “+■  n’appartenant 

qu’a  la  valeur  des  dernieres  ordonnées/,  qui  repondent  a 
l’abfcifl'e*,  lorfqu’cllc  devient  ”/»,  ne  fert  de  rien  pour 
trouver  cette  relation  indefinie  entre  les  deux  variables 
X Si.  y y qu’on  trouve  par  l’equation  (^A)-o. 

DXCV. 

Lorfquc  dans  la  formule  propofée  S.Z d x^H y 
la  quantité  Z contient  les  lettres  />,  <7,  r,  r,  C'r. , ou 
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quelqu’autre  intégrale,  comme  dans  les  Articles  prece- 
dents, l’equation  qui  fait  que  H devient 

un  Maximum^  ou^un  Minimum  eft  différentielle  du  pre- 
mier ordre,  ou  d’un  ordre  fupérieur,  qu’on  réduit  a 
une  équation  finie  pr  une,  ou  plufieurs  intégrations 
fucccffives , dont  chacune  introduit  une  confiante  arbi- 
traire dans  l’equation  intégrée.  On  pourra  fubftituer 
dans  cette  équation  autant  de  différentes  valeurs  déter- 
minées qu’on  voudra  , pour  chaque  confiante  arbitraire, 
& trouver  par  Ik  une  infinité  de  valeurs  de  H,  qui 
feront  toutes  des  Mnxima^  ou  des  Minima.  On  de- 
mande prefentement,  comment  il  faut  déterminer  ces 
confiantes  arbitraires,  pour  trouver  les  plus  grand  de 
tous  ces  Maxima^  ou  le  plus  petit  de  tous  ces  Minima} 

DXCVI. 

Pour  refoudre  ce  nouveau  Problème,  on  pourra  fe 
fervir  du  membre  abfolu  (D)  X 

8c  déterminer  les  confiantes  arbitraires  en 
faifànt  (B)=o,  (C)  = o,  (^D)  — o dans  les  deux  fup- 
pofitions  de  x=4,  8c  de  x = o.  Car  puifque  toute  la 
variation  H = S. 

(D)  doit  être  nulle  dans  les  deux  fuppo- 
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îltîons  de  x = </,  8c  de  * = o,  pour  que  H foit  un 
Maximum^  OU  un  Minimum  y 8c  qu’ayant  déjà  fait  le 
membre  intégral  S.(A)dxJ'/  = o par  l’equation  (A) 
~ 0 , fans  toucher  au  membre  abfolu  (B)J'  r-h 
(C  ) nous  avons  trouvé  par  la  la  relation 

entre  x 8c  j'y  qui  rend  déjà  H un  Maximum  ou  un 
Minimum , on  n’aura  qu’a  fuppofer  de  plus  que  le  mem- 
bre abfolu  devient  nul  dans  les  deux  memes  fuppofi- 
tions  de  * = «,  & de  x — Oy  pour  avoir  le  plus  grand 
des  Maximoy  ou  le  plus  petit  des  Minima . Mais  cette 
nullité  de  tout  le  membre  abfolu,  où  l’equation 

) Tif  “*■  avoir  lieu 

généralement  a caufe  de  la  variation  arbitraire  J'/,  a 
moins  que  les  coefficients  (B),  (C),  (D),  (^c,  ne 
deviennent  chacun  en  particulier  =0  dans  les  mêmes 
fuppoàtions  de  * = rf,  8c  de  k = o.  Donc  &c. 

DXCVII. 

Nous  avons  fuppofé  dans  tout  ce  Chapitre , que 
la  formule  quelconque  f',  dont  on  cherchoit  la  varia- 
tion J'  y ns  dependoit  que  des  deux  variables  *,  8c  /, 
8c  de  plus  que  la  variation  J'x  de  * etoit  nulle.  Or 
il  n’dl  pas  diliicile  de  rendre  ce  calcul  des  variations 
entièrement  general  par  les  principes  fuivants , que  nous 
avons  déjà  établis,  i ? Que , V étant  tout  ce  qu’on 
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voudra,  la  variatioa  de  l’intégrale  S.V^  ou  S'S.V=^ 
S.i'V.  2?  Que,  la  variation  de  la  variable  quel- 
conque V étant  ^ F,  la  variation  de  fa  différentielle 
dV,  ouS'dV=zdS'V,S'ddV~dd^  V,S^d^  F=/j'r. 
3 ? Que  l’intégrale  S.  n dr^z-nr  — S,  r d-rr  ^ par  con- 
fcquent  que  S.  PdJ'jf~PJ'f  — S.^/dP,  ù'c.  4? 
Que  L,  & « étant  des  quantités  quelconques,  l’inté- 
grale de  l’equation  différentielle  dz—L^d»-*-du  eft 
d U.  5?  Que,  pour  trouver  la 
variation  J'  F de  la  formule  P compofée , comme  on 
voudra,  des  variables  *, /,  «,  z,  Ô’r.,  dont  chacune 
ait  fa  variation,  on  n’a  qu’a  prendre  la  différentielle 
d P'=Md x-*- Nd/ —*•  P d Sc  fubfli- 
tuer  dans  cette  formule  les  variations  au  lieu  des  dif- 
férentielles , pour  avoir  <f'P=MJ'x~i-NJ'/-¥-PJ'u 
— t-Ô'f. , & fi  on  vouloir  que  quelques  unes 
de  ces  changeantes:  par  exemple,  u 8c  x n’euffent 
point  de  variations,  on  n’auroit  qu’a  effacer  dans  la 
différentielle  les  termes  PJ'w,  & où  fe  trouvent 

les  variations  nulles  «A  « , & J' z . 6?  Enfin  on  pour- 

roit  defigner  par  les  lettres  /»,  r,  r,  6’r. , />', 
r,  s'y  (Tc.y  p"y  q y r'y  s" y Ù'c.  les  différentielles  dxy 

ddXy  d^  Xy  (Pc.y  d)>y  ddfy  d^  / y , dUy  ddUy  d^  U y 

Ô'c, , en  fuppofànt  dx=zp  y d p — d d x=zq ^ dq  — di'x 

— Ty  Cfc.y  dy=p'^  dp'=ddj>=zq’y  dq=d^f  = r\ 

(Pc.  DXCVIII. 
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^ D X C V 1 1 1. 

Etant  propofée  une  formule  intégrale  indéfinie  re- 
prefentée  par  S.  F,  dans  laquelle  F ciefigne  une  fon- 
élion  quelconque  déterminée  des  variables  & 

de  leurs  diflérences  dx^  dy^  dz^  ddx^  ddz^ 

Û'f. , on  trouvera  aifément  par  les  metiiodes  preceden- 
tes la  relation  que  ces  variables  doivent  avoir  entr’el- 
les,  pour  que  la  formule  S.V  devienne  un  Maximum  ^ 
ou  un  Minimum.  Il  faudra,  fuivant  la  méthode  de 
Maximis  & Minimis^  dift'éreiuier  la  propofée  S.  V en 
regardant  les  variables  *,/,  z,  dx^  dy^  dz^  ddxy 
ddyy  ddz  comme  variables,  & faire  la  différentielle 
qui  en  refulte  =o.  Or  en  defignant  ces  variations  par 
J' , nous  aurons  par  les  principes  établis  J' S.  V=  o , ou 
S.S'V^o.  Maintenant  foit  V tel  que 

pS^dx-^qS^d^x-^ri'd^x-^ -+•  tJ S'y  —^PS'dy—^ 

d' y d^  y— ^•(D'c.  Sz  —¥  -tt  S'  dz—¥  ^ 

— P J' d*  * -+■  (D’à. ,'  nous  aurons  l’equation  S.nSx-^ 

S.  pSdx—^S.  qSd*x—^S,rS'd^x—¥  Ô'c.  S.  N S y 

S.PSdy-i-S. d^y  —^S.RS  d^ y — +•  &c.  -l-S.rS'z—i- 

S.n  S' dz  d X —^r  S.pSd^z  —h  &c,  = o . Mais 

S' dx=.d  S' XySd^x—d^  Sx  y & aiufi  de  fuite  : donc 

V V v 
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en  întéj’rant  par  parties  , comme  nous  avons 

fait  précédemment  , on  aura  S.pdi'x=.pi'it 
— S.dpi'x  ; S.qd  xz=.qdS'  x — dqî' x-^-S.d^  qS' x ; 
S.rd'  S x = rd^  J'  X — d r d à'  x—^  d‘  r x — S.d^  r J'  x^  Sc 
ainfi  des  autres,  & l’e^uation  precedente  fe  changera 
en  celle-cy  (A): 

S.^n  — dp—^d  q — d r—k‘&c,'^^x-^S,(^N‘ — d P 
d^  d^  R -+■  &c.  ) J' jf  -4-  S.  Ç V — d Tt  — +-  “)(^  — 

d^  f>—¥  &€.  )S'z—^(^p^dq—t-d*r  — &c.  ) «A  x -4- 
(q  — dr-t-Ù'c.)  d<^x~+  (r  — Ù‘c.)d*J^x-+(P  — 
d d^  R—C^c.)  J'/— t-  — d R’+CTc.)  dJ^/ 

-*-(R — C‘c.)d*J'/-^(ir — djc-*-d'(i  — Cl‘c.)J'» 
P -4-  &C.  )<^J'*-4-(p &C.  ) J'  * —H 

ÛV.  = o. 

On  en  tirera  premièrement  l’cquation  (5); 

(^n-dp—i-d^q  — d^  r—¥‘  'ü'c.  ) x -4-  ( N — d P —4-  d^ 

— </’  R -4-  (D'c,  ) f'  / -4"  ( i’  — d ir  — ♦•  d ^ p —4' 

(D‘c.)  = o. 

Et  enfuite  l’equation  (C): 
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(/>  — d q-^rd' r — (D'c.)  x -^r  {q  — dr-^’(S‘c.)dî'  X’-^ 
( r — Ô-f.  ) / / X Ô*r. -+- ( F — </ R — 
e?c.)  J' y-ir{f^dR^&c.)dS^y~^{R — <D'c.)X 

d J‘j>—f-&c.—t'(^Ti—’d'x,—^d*t‘)J'x-t'(^X — dfi-i' 

(Tc.  ) </  d' z -+■  ( P — &c.)  </*  / Z — HÔ'r.  = 0 , 

Il  faut  bien  dlftinguer  ces  Jeux  équations  (S)  & 
(C),  comme  nous  avons  expliqué,  & de  plus  il  faut 
fe  rappeller  que  dans  la  derniere  équation , chacun  de 
fes  termes  comme  pJ'  x dépend  d’une  intégration  par- 
tielle de  la  formule  S.pdd^Xy  & que  par  confequent 
on  peut  lui  ajouter,  ou  en  retrancher  une  quantité 
confiante.  Or  la  condition  par  laquelle  on  doit  déter- 
miner cette  confiante,  efl  qu'elle  faffe  évanouir  le  ter- 
me P J' X au  point  où  commence  l'intégrale  S.pdS'x, 
Il  faudra  donc  retrancher  de  pS'x  fa  valeur  en  ce 
point.  Soit  donc  le  premier  membre  de  l’equation  (C) 
exprimé  generalement  par  Z,  & foit  la  valeur  de  Z j 
où  commence  l’intégrale  S.  Z,  exprimée  par  Z,  il  eft 
clair  que  Z — Z'—o  fera  l’exprefTion  complette  de 
l’equation  (C).  Enfin  pour  fé  délivrer  dans  les  équa- 
tions trouvées  des  différences  indéterminées  J'x, 

J' Z,  d py  (D'c,  on  obfervera  par  la  nature  du 

problème,  fi  elles  ont  entr’elles  quelque  rapport  donné, 
on  les  réduira  au  moindre  nombre,  & ou  fera  enfuite 
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égal  a zéro  le  coefficient  de  chacune  de  celles  qui  re- 
lient. Mais,  fi  elles  font  indépendantes  les  unes  des 
autres,  l’equation  (B)  fournira  tout  d’un  coup  les  trois 
fuivantes 

» — d P d' q — d^  r—¥  &c.  =:  o 

N-dP-i-d*^j-d^R-^&c.=zo 

i 2 5 

J 1 -—dir-^d  X — ^ = 

D X C I X. 

Exemple  . Nous  avons  déjà  rapporté  ( Article 
DXCiii.)  un  Exemple,  qui  renferme  le  Problème,  que 
les  Géomètres  appellent  de  la  Brachijlocbrone  ^ ou  de  la 
plus  vite  defeente.  Soit  maintenant  ce  Problème  ex- 
primé plus  généralement  parla  formule  .y. 

dans  laquelle  x reprefente  l’abfcifie  verticale , & / , x 
defignent  les  deux  ordonnées  horifoutales,  & perpendi- 
culaires l’une  a l’autre,  la  formule  propofée  fera  l’ex- 
preffion  du  tems,  comme  on  fçait  par  la  Mécanique. 
Cette  expreffion  étant  comparée  a S.V^  on  a P — 

^ & en  différentiant  par  «(' , fuivant  la 

^ X 

méthode  de  l’Article  premier,  nous  aurons  S' V ^ 

ixl/ à x^ ti  —{■  a dx^dx 

1 * l-'T  t/'Z  1/  dx'-t^df'-t-dz'^ 
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d d Z 


525 

; d’où  l’on 


tire,  en  fubüituant,  pour  abréger,  ds  a,  h place  de 


XX 


d./~  ’ 


-=7^.  & ?.  ■•.  JV.  «!"'•=». 

comme  on  voit  en  comparant  avec  la  formule  gene- 
rale ( Art.  Dxcviii.  ) . Cet  Exemple  renferme  plu- 
fieurs  C.1S  ; mais  nous  ne  ferons  que  les  indiquer,  par 
ce  qu’ils  .appartiennent  a des  Problèmes  de  Mécanique, 
qui  n’entrent  point  dans  l’objet  de  cet  Ouvrage. 

I ? Si  on  demande  de  trouver  en  general  entre 
toutes  les  courbes  poflibles  celle  de  la  plus  vite  defcen- 
te  , on  aura  dans  ce  cas  n — dp-=.o  ^ — d P ~o  y 

d I , dx 


— d-n=.Oy  c’eft  a dire. 


d Z 


— d. — ^ = 0,  — d. — y=.  = o . Or  puifque  ces 

ds^^x  ’ djyx  ^ ^ 

trois  équations  doivent  reprefenter  une  même  courbe  , 
il  faut  quelles  fe  reduifent  a deux  feulement.  Multi- 
plions la  fécondé  par  2. — -7=,  & l’ajoutant  a la  troi- 

‘ ds  y X 

fieme  multipliée  par  2.  —y—  , on  aura 
= 0,  en  fubftituant  ds^  au  lieu  de  </**— , 
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&.y  en  différentlant , & divifant  par  on  a Is 

prenuerc  équation  — — -p= — a.- — p-='=a.  Il  ne 

s’agit  donc  que  d’intégrer  les  deux  équations  d.-—p= 

= 0,  & d. — ^7='=o»  La  première  donne  — = — ^ 

’ ^ ds^'x 


& la  fécondé 


font  des  quantités  confiantes , d’où  l'on  tire 

quelle  équation  fait  connoîtrtf  que  la  courbe  eft  dans 
un  même  plan , & par  confequent  a fimple  courbure , 

Pour  déterminer  la  nature  de  cette  courbe , nous 
la  rapporterons  a deux  coordonnées,  dont  l'une  foit  x. 


& l'autre  r,  on  aura  t-a*  = r.  Mais 

' d Z 1^  * 


dy  f/T 


donc  en  intégrant  z==  ^ "-y  d’où  l’on  tire 

,=4^;  & en- 


fin 


dy 

il.  y'  ) 


a—\rb 
dtl^T 


t^a-¥b.i^X 


, qu  on  ré- 


duira a dt=^-^r^=y  en  faifànt  c— , qui  ne  dif- 
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fére  de  l’exemple  premier  que  par  les  dénominations; 
car  en  multipliant  le  numérateur,  & le  dénominateur 
par  *,  on  aura  ■pj===-=zJ t , la  même  équation, 


que  dans  le  premier  exemple , qui  cft  l’equation  a une 
cycloide  décrite  fur  une  bafe  horifontale  par  un  cercle, 
dont  le  diamètre  =r. 

2 ? Si  on  vouloir  limiter  l’equation  de  telle  for- 
te, que  le  premier  & le  dernier  point  de  la  Brach’tjio- 
chrone  fuflent  donnés , il  eft  évident  que  les  coordonnées 
x^y^-x.  n’auroient  point  de  variations  par  rapport  a 
ces  points,  que  «T*,  J't',  J'*,  dJ'x,  dJ'/,  & par 
confequent  aulTi  tous  les  termes  de  l’equation  (C)  fe- 
roient  =0.  Il  s’agit  donc  de  déterminer  la  confiante 
c , de  telle  maniéré  que  la  cycloide  pafle  par  les  deux 
points  donnés.  Si  le  premier  point  e(l  donné,  & qu’un 
corps  partant  de  ce  point  doive  arriver  dans  le  moin- 
dre tems  a un  plan  horifontal  donné,  il  efl  clair  que 
Z fera  nul,  & que  l’equation  (C)  donnera  Z'=Oy 


c’eft  a dire,  — 


dy 


ds  y'x 


• Z d'  Z =Z0  , 

ds^^T  ’ 


équation  qui  n’aura  lieu  que  dans  le  point  où  la  Bra- 
chiftochrone  rencontre  le  plan . 

Or,  puifque  ce  plan  efl  fuppofé  donné  de  pofition, 
l’abrciffe  * qui  y répond  fera  donnée  ; ce  qui  rendra  fa 
variation  mais  le  refie  de  l’equation  devra 

être  réel,  quelles  que  foyent  J'y  8c  J' on  aura  donc 
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— 8c  - =0,  d’oil  l’on 

dji/T  ’ ’ 

i = ce,  a caufe  de  7^  = 7:=,  & 


tire  =r  00 , & 

dz i_  ^ _ 

dTPT  y'T  * 


la  cycloide  fc  transformeroit  alors  en  une  droite  ver- 
ticale . 


Mais  fl  le  plan  donné,  au  lieu  d’étre  horifontal 
etoit  vertical,  & perpendiculaire  a l’axe  des/,  ou  des 
Z,  on  auroit  alors,  par  le  même  principe,  J'/^o,  ou 

<f  z=c>,  & par  confequent  = 0 , = 0 dans  le 

premier  cas,  & —^7^=0,  = 0 dans  le  lècond  , 

d’où  l’on  tire  ^=0,  &^  = o,  ce  qui  fait  voir  que  la 

tangente  de  la  courbe  en  ce  point  efl  parallèle  a l’axe 
des  abfcilTes,  & par  confequent  perpendiculaire  au  plan 
donné.  Ainfi  la  cycloide  devroit  être  telle,  quelle  ren- 
contrât le  plan  donné  a angles  droits . 

Si  au  lieu  d’un  plan  on  fuppofoit  que  la  Bracbiflo- 
cbrone  dût  être  terminée  par  une  furface  quelconque,  il 
eft  évident  que  les  variations  J'*,  «A/,  J'z  de  l’equa- 
tion  ( C ) dependroit  de  la  nature  de  la  furface  courbe . 
Soit  l’equation  différentielle  de  la  furface  dz~Pdx-^ 
^dyy  ou  fubftituant  cette  valeur 

• f d X 

de  J'*  dans  l’equatlon  (C) , on  aura 
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«A*  — »- ( 5 

X J \ds/x  di!^  X J ^ ’ 


dx-^-Pdn'=.Oy  & dj>-^-^dx=::o,  ce  qui  donne 


P 

-^  . Lefquelles  équations  font  connoitre  que  \i  Br,tcbj'- 
jîoehrone  rencontre  encore  la  furface  donnée  a angles 

droits . Si  la  courbe  dévoie  être  terminée  par  deux  fur- 
faces  données  de  pofition , il  faudroit  alors  dans  l’equa- 
tion  (C)  faire  Z = o,  & Z'=o,  & en  opérant  com* 
me  cy-delTus,  on  trouveroit  pour  le  premier  & le  der- 
nier point  de  la  courbe  la  même  propriété,  c’eft  a di- 
re, que  la  courbe  cherchée  fera  celle,  qui  entre  toutes 
les  cycloides  polTiblcs  rencontrera  les  furfaces  données  a 
angles  droits;  on  pourroit  démontrer  cette  condition 
generale  de  la  Bracbyjlochrone  par  la  fimple  Géomé- 
trie , mais  ce  n’efi  pas  icy  le  lieu . 

3?  Si  la  courbe  devoir  être  toute  co  jchée  fur  la 
furface  donnée,  dont  l’equation  différentielle  foit  d%~ 
Pdx-t-(^dy^  on  changera  la  carafleriftique  en  J' , 
pour  avoir  J'  z = P a'  * — f-  , eq'iation  qui  donne 

en  general  le  rapport  entre  J' z , J'*,  J'/.  Subflituant 
enfuite  cette  valeur  de  J' z. dans  l’equation  (B),  & fai- 


fant  les  deux  coefficients  de  J'x,  & de  J'/,  chacun 


on 


aura 


— P.d. 


d Z 


d s 

ix*^T 


d. 


d jr 


X X X 
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= <’;  = Ces  équations 

reviennent  au  m^nie,  étant  combinées  avec  l’equation 
a la  furface  dz~Pdx—*-^dj>,  Ce  dont  il  cft  aifé 

de  s’afsùrer  en  multipliant  la  première  par  ^ , & 

la  fécondé  par  & les  ajoutant,  on  aura,  en 


reduHânt,  — d.  — — 

’ * »* 

On  comparera  donc  une  de  ces  équations  a volon- 
té avec  l’equation  a la  furface,  pour  avoir  la  Bracby- 
ftochrone  cherchée.  Si  le  premier,  & le  dernier  point 
de  la  courbe  etoient  donnés,  tous  les  termes  de  l’equa- 
tion  (C)  s’evanoüiroient , comme  nous  avons  déjà  dé- 
montré, Mais  fi  l’un  de  ces  points  etoit  arbitraire , il 
faudroit  fubftituer  au  lieu  de  / * fa  valeur  P à'  x — 


> 


pour  avoir  les  équations 


P. 


d S M 


dx 

jii^T 


O » • » 

= 0,  ce  • -r=~o  , ou  on  traiteroit 

’ ^ dt  iHT  dt^  X ’ ^ 

comme  les  precedentes.  Enfin  fi  l’on  ajoutoit  cette 

condition , que  le  mobile  dût  arriver  dans  le  tems  le 

plus  court , a une  courbe  tracée  fur  la  furface , fuppo^ 

fant  la  courbe  donnée  par  l’equation  dy  = mdx,  on 

aurait  = laquelle  valeur  de  </'/  étant  fublH- 

d Z d X 

tuée  dans  l’equation  (C)^  on  fera  P. 7= 

^ ''  ds^K  dl/lT 
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—\rdx-^-tndy=o^  équation  qui  renferme  les  condi- 
tions pour  que  U Bracb/Jiocbrone  rencontre  la  courbe 
donnée . 


DC. 

Remarqije.  Les  exemples  precedents  font  con- 
noitrc  l’utilité  de  la  méthode  des  variations,  dans  la 
folution  generale  du  fameux  problème  des  Ifoperimetres , 
Nous  avons  omis  les  details  géométriques , dont  ces 
exemples  font  fufceptibles , Sc  qui  n’entrent  point  dans 
le  plan  de  ce  Traité.  Il  ne  fera  pas  hors  de  propos  de 
faire  entrevoir  comme  de  loin  l’avantage  de  cette  mé- 
thode pour  refoudre  les  Problèmes  les  plus  difficiles. 

Il  efl  démontré  par  le  fçavant  Euler,  que 
dans  les  trajeéloires , décrites  par  un  nombre  de  corps 
quelconque,  l’intégrale  de  la  viteffe  multipliée  par  l’ele- 
ment  de  la  courbe  eft  toujours  un  Maximum^  ou  un 
Minimum  J c’eft  a dire,  foient  généralement  tant  de 
copps,  qu’on  voudra,  M,  M',  M",  Ô'r.,  qui  agiflênt 
les  uns  fur  les  autres  d'une  maniéré  quelconque,  & qui 
foient,  fl  l’on  veut,  animés  par  des  forces  centrales  en 
raifon  des  fonflions  quelconque»  des  dillances;  fi  r,  r, 
/,  CTc.  dénotent  les  efpaces  parcourus  par  ces  corps  dans 
le  tems  r,  & -u , v',  •u',  (2‘c,  les  vîteffes  a la  fin  de 
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ce  tems,  la  formule  MS.vds-^M  S.v  ds'-¥  M' S.vds’ 
-H-  fera  toujours  un  m.iximum  ou  un  minimum . On 
voit  que  ce  Problème  eft  renfermé  généralement  dans 
ce  que  nous  avons  dit  (Art.  Dxcvii.) . Une  explication 
plus  ample  de  cette  belle  méthode  nous  meneroit  trop 
loin  , furtout , fi  nous  voulions  l’appliquer  a des  Pro- 
blèmes de  Mécanique , qui  nous  eloigneroient  de  l’objet 
que  nous  nous  fommes  propofé , de  ne  traiter  que  du 
Calcul . 
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CHAPITRE  X. 


Contenant  les  principes  des  plus  nouvelles 
méthodes  du  Calcul  Intîgrul. 

. DCI. 

Om  fçait  que  le  Calcul  Intégral  fe  réduit  a la 
folution  de  ce  Problème  : une  fonélion , ou  une  équa- 
tion difl'érentielle  quelconque  étant  propofée , trouver 
fl  elle  a les  conditions,  qui  doivent  avoir  lieu,  pour 
qu  elle  ait  une  intégrale , & , lorfqu’elle  a ces  condi- 
tions, trouver  fon  intégrale.  On  fçait  encore,  que,  fi 
CD  pouvoir  intégrer  toutes  les  équations  difTérentiellcs  ^ 
on  pourroit  auflTi  intégrer  toutes  les  fonélioas  différen- 
tielles, qui  ont  les  conditions  neccffaires  pour  être  in- 
tégrables. Car  on  peut  toujours  égaler  la  fonélion  diffé- 
rentielle propofée  a la  différence  du  même  ordre  d’une 
nouvelle  variable,  & réduire  par  la  cette  fonclion  a 
une  équation  différentielle  du  même  ordre  , qui  fera  in- 
tégrable, lorfque  la  fonflion  pourra  être  intégrée.  Sup- 
pofé,  par  exemple,  que  la  fonélioii  différentielle  Adx 
—^•Bdy-^&c.  foit  intégrable,  on  pourra  l’egaler  a la 
différence  du  même  ordre  du  d’une  nouvelle  variable 
«,  & faire  Adx—^-Bdy—*‘&c.=du:  équation,  qui 
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fera  intégrable,  lorfque  la  fonélion  A d x B d y 
pourra  itre  intégrée,  puifqu'on  aura  l’intégrale  S.{Ad» 
— +-5<//-4-C7'c. )==M-4-C  confiante;  par  confequent  l’in- 
tégrale M de  la  fonflion  propofée  =^S.(Adx-*-Bd/) 
— C.  Lors  donc  qu’on  aura  trouvé  quelque  méthode 
generale,  pour  intégrer  toutes  les  équations  différentiel- 
les qui  ne  font  pas  abfurdes,  on  pourra  auffi  intégrer 
par  la  même  méthode  toutes  les  fonélions  différentiel- 
les qui  feront  intégrables,  & le  Problème  general  du 
Calcul  Intégral  fera  refolu. 

Dcir. 

Deux  fçavants  Auteurs  M/  Fontaine,  & M.f  de 
Condorcet  ont  entrepris  de  refoudre  ce  Problème  dans 
toute  fon  etendué.  Nous  ne  prétendons  point  expliquer 
icy  des  Ouvrages  aufli  fublimes  & auffi  difficiles,  jufqu’a 
les  mettre  a la  portée  du  commun  des  Âlgebrifles.  Nous 
nous  contenterons  de  développer  les  principes  fontla- 
mentaux  , dont  fc  fervent  ces  grands  Calculateurs , & 
de  préparer  nos  Lefleurs  a l’intelligence  des  méthodes 
generales  qu’ils  ont  données . Nous  commencerons  par 
la  maniéré  de  différentier  les  fonflions  indéterminées  ; 
elle  eft  comme  la  clef  des  nouvelles  decouvertes,  fur- 
tout  dans  la  partie  du  calcul  intégral , qui  a pour  ob- 
jet les  équations  de  condition. 


Digitized  by  Goojîk' 


II.  Partie.  Chap.  X. 


535 


DCIII. 

Suppofons  que  V foit  une  fonflion  de  plufieurs 
variables  x,  z,  m,  Û*r. , & qu’on  prenne  la  diffé- 

rence de  cette  fouéUon,  en  ne  faifant  varier  que  x,  & 
qu’on  ait  d y~Md qu’on  prenne  la  différence  d ^ en 
ne  faifant  varier  que/,  & qu’on  ait  dF=Nd/y  qu’on 
prenne  d V en  ne  faifant  varier  que  *,  8c  qu’on  ait 
dV=Pdzy  & ainfi  de  fuite;  on  fçait  par  les  premiers 
principes  du  calcul  différentiel  que  la  différence  de  la 
fonélion  F,  en  faifant  tout  varier,  fera  dV—Mdx-^ 
Ndy  -+-Pdz-4-j^</x— ♦■Û’c. 

Or  fuivant  la  maniéré  de  M.'  Fontaine,  pour  defi- 
gner  le  coefficient  M de  dx  dans  la  différence  de  F 
prife  en  ne  faifant  varier  que  x,  ou  écrit  ^ , de  forte 
que  cette  expreffion  fignifie  la  différence  dP  prife  en 
ne  faifant  varier  que  x,  & divifée  par  </x,  8c  que 
^dx  fignifie  la  même  chofe  que  Mdxy  c’eft  a dire, 
la  différence  même  de  la  fonêlion  P prife  en  ne  faifant 
varier  que  x . Cette  expreffion  ^ eft  donc  bien  diffé- 
rente de  celle-cy  dV . La  première  fignifie  la 
différence  d V prife  en  ne  faifant  varier  que  x , 8c 
divifée  par  dx  \ la  fécondé  fignifie  la  différence  dV 
prife  en  faifant  tout  varier,  8c  divifeé  par  dx.  De 
même  pour  defigner  le  coefficient  N de  dy  dans 
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la  différence  d V prife  en  ne  faifant  varier  que  y , on 

écrit  ^ , de  forte  que  cette  expreffion  fignifie  la  diffé- 
rence d y prife  en  ne  faifant  varier  que  y , & divifée 
par  dyy  8c  que  ~dy  — Ndy. 

Par  la  même  raifon  pour  defigner  le  coefficient  de 
d»  dans  la  différence  de  , ou  dans  la  différence 
M du  coefficient  M prife  en  ne  faifant  varier  que  x , 
on  écrit  > de  forte  que  cette  expreffion  fignifie  la 

différence  de  prife  en  ne  faifant  varier  que  »,  & 

divifée  par  dx^  8c  que  • dx  exprime  cette  difl'éren- 

ce  même.  Pour  defigner  la  différence  de  ~ prife  en 
ne  faifant  varier  que  /,  8c  divifée  par  dy^  on  écrit 
, 8c  d y exprime  cette  différence  même. 

Il  faut  remarquer  que  exprime  auffi  la  dif- 

férence de  prife  en  ne  faifant  varier  que  »,  & di- 
vifée par  </»,  de  forte  que  ces  deux  expreffions  , 

8c  4-—  ne  font  qu’une  même  chofe,  car  nous  avons 

a/ dx  * ' 

demon- 
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démontré  ailleurs,  que  fi  dV—Mdx—^Ndy—\-Pdz 

— ♦-Ô'c. , V étant  toujours  une  fonction  de  *,  de  /,  de 

dM  d N e 

Z,  C^f. , on  aura  J prenant  ces  cxpref- 

fions  a la  maniéré  de  M.f  Fontaine.  Or  fuivant  cet- 
te maniéré  M = , & la  différence 

dM  ptife  en  ne  faifant  varier  que  y , Sc  divifée 
par  dy  cft  ^ différence  dN  prife  en 

ne  faifant  varier  que  x , & divifée  par  dx  eft 

ddr  , ddr  ddl'  — c I rr  J dr 

-■  : donc  Enfin  les  cxpreffions  d.-j—  , 

ajrax  > axdy  dj/dx  r ax  ^ 

Sc  jLIJL  fionifient  egalement  la  différence  de  4— » ou 

ii  X ^ dx  f 

du  coefficient  M,  prife  en  faifant  tout  varier . 

DGI  V. 

X 

On  comprend  donc  aifément  les  expreffions  fui- 
vantes , dans  lefquelles  on  fuppofe  que  V eft  une  fon- 
£Uon  de  plufieurs  variables  * , / , z , « , 


Y y y 
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d 1\I  (i  X — +■  W d J/  — l-  P d Z — f-  U — t-  û*c. 

JT/ d'.'  J ,dt^  J dl'  J dt' 

a y =z  -T—d X -¥■  - — d*-^-  - — dz—\ 

a X a Z U M 


, dy 

ddl' 

J:^IL  dx-{- 

dd" 

<ï.-jj-0U 

d X ““ 

4'x* 

a xdy  y 

J dr 

ddl' 

dd’’  i,_ 

dy. 

dy 

~~dy 

ft  y a X 

a/ 

J 

ddr  

d^y  J 

•4  • 1 V U 

a Z 

a Z 

dzdx 

dzay  "y 

J âl^ 

n Ali 

day  

ddV  J 

U * uu 

tiH 

d U 

} 1 W X 

a H a X 

audy  "P 

J 

û.  ou 

dddy 

dx-{- 

dddV  J 

Jx* 

dxi 

dx'dy  ^ 

J ddy 

dddl' 

dddl'  J 

dddl'  , 

4 X dy 

U X 

àx^  ày 

dxdy^  ^ 

Oc.  Oc. 

DC  V. 

d U -¥  Ô*f. 

ddy 


J . ddl'  J 
d Z— i-  — . — ^ — d U • 
U x-i  Z a X U H 


d d t' 


d/d  Z 
ddV 


•d  Z — t- 


ddi' 


'd  U- 


4 Z 

ddy 


liy  et  U 


I ddl'  J 

■ d Z — f-  — : — d U ■ 

azau 


d udz 
dddr 


d x*4  s 


■dz—h 

dz-+- 


ddr 


au 

dddy 

ti  x^iiu 


•dU‘ 
•d  «• 


_djdl'_,  dddr 
axd/dz  * * dxdydu 


-r—du- 


■&C. 

■&C. 

■&'C. 

•<yc. 

■Oc. 

■Oc. 


La  première  méthode  de  Mj  Fontaine  eft  fondée 
fur  les  quatre  Theoremes  fuivants . 

THEOREME  I.  r étant  une  fonflion  homogène 
de  plufieurs  variables  y,  «,  »,  Ô'r.,  dont  la  dimen- 
fion  eft  e,  & la  différence  d V=z:Mdx-drKdy-^rPdz 
-t-^d u—^Oc.  on  aura  eJ'=  M x-t- N^—¥Pz-^^u 
-{■Oc. 
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Démonstration  . En  fuppofant  que  V h V font- 
deux  fonélions  pareilles  , la  première  des  quantités 
*,  /,  »,  M,  Ô*f.;  la  fécondé  des  quantités  inlniment 
peu,  plus  ou  moins  grandes  z',  b',  ou 

B— »-  ’x,  !■— 4-é'^,  z-t-J'z,  «-t-J'Mj  (S'c.y  on  aura  par 
b méthode  des  variations  y — ou  J^F=MJ'x-+‘ 
NJ'/—^PJ'z—*-^Su—¥-Ù‘c.  Or  puilque  les  variations 
fotit  arbitraires,  on  peut  fuppofer 
qu’elles  font  égalés , chacune  relpeflivement  aux  diffé- 
rences </z,  duy  Ô'f.  prifes  proportionelles  a 

leurs  intégrales  *,/,  *,  «,  Ô*f.  Dans  cette  fuppofitioa 
on  aura  F — V=i  V-=Mdx-¥Ndy-\-Pdz-¥^du 
— ♦-6'f. , & les  deux  fondions  F 8c.  y feront  fembla- 
bles.  Donc,  puifque  la  dimcnfion  de  F eft  e,  on  aura 
par  la  propriété  des  fonftions  fcmblables  F'\F~x'*'.x' 
=/':/=z'';  d’où  l’on  tire  F'—F\F= 

y' — / :/  =:  z"'  — z'  : z'  =0'f. , ou  ^ r : r 
=.lx':x'=d./:/  = d,z’:z'=z(Fc.yO\idF:F=edx: 
X =::edy  :j/  = edz:z  — Ù‘c. ‘y  par  confequcnt  dFz=z 
c F-^  ; dx:  x~d/  :j>=dz:  z='5'r. , & d ; 
dz  — z~\  du  = u-^;&c.  Donc  en  fubflituant  pour 
dFy  djf y dzy  </ M , (Fc.  ces  valeurs  dans  l’equation  dF 

d t 

=Md  x-i-Ndj'-i-P  dz-i’.^d  u-i-&c.  y on  aura?  T— 
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= & eV 

M X—^Njf P K—\r  ~^r 'iD’c,  C,  F,  D> 

DCVI, 

Soit,  pnr  exemple,  V=^axx-^tyx  , fonflion 
homogène  de  deux  dimenfioiis  par  rapport  aux  varia- 
bles *,  /,  8c  Z y on  aura  d y=z2axdx-^bzdj^—\- 
bydz^  8c,  par  le  Tlieoreme , eV—zV=zaxx-y- 
^ Z/— ni/ Z — 2 rfxx— 1-2  Z y P =a X x—i-by  Z y com- 

me il  convient.  Mais  fi  la  fonflion  P n’ell  point  ho- 
mogène par  rapport  aux  variables  qu’elle  contient , par 
exemple,  fi  P=cx-^-bxy  ^ le  Theoreme  premier 
n’aura  point  lieu.  Car  en  dilFérentiant  on  aura  dV=. 
c dx—irb  zdy -i-byd z;  mais  on  n’aura  pas  zP~cx 
^bzy-k-byz^  puifque  zV—zcx-^rzbyz  par  la  fup. 
polition . La  raifon  en  efi,  qu’on  a fuppofé  dans  la 
demonftration  du  Theoreme  que  V 8c  V etoient  des 
fonélions  femblables,  8c  qu’on  peut  faire  cette  fuppo- 
fuion  , lorfque  V ell  une  fonflion  homogène  par  rap- 
port a fes  variables.  Car  en  prenant  x —x—\r d x ^y' — 
y-^dy,  z'=z— t-</z,  ô'r. , 8c  faifint  de  plus  x:dx= 
y:dy=zz:dz  — (D‘c.  y les  deux  fonflions  nxx-^byz  ^ 
8c  ax'x’—y-byz  font  femblables,  8c  la  première  ell  a 
la  fécondé,  comme  xx  cil  a x'x\  8c  comme  //  eft 
a y y\  (^c.  Mais  fi  la  fonflion  V n’ell  point  homogène 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  X.  5+1 

par  rapport  a fcs  variables,  par  exemple,  ft  V~cx-^r 
les  deux  fondions  cx-\-byZy  8^  cx-^by'z^ 
même  en  fuppofant  ks  proportions  x'.dx-y-.dy  — 
zidzj  ne  feront  point  femblables,  Sc  la  première  fon- 
élion  ne  fera  pas  a la  féconde,  comme  xx  eft  a 
puilûue  byz  étant  a by'z'y  comme  y y eft  a y'y  y ou 
comme  xx  cll  a ex  n’cft  pas  a ex' y comme  xx 

eft  a x'x'y  mais  comme  * eft  a 

DCVII. 

On  peut  neantmoins  rendre  le  Theoremc  premier 
abfolument  general  au  moyen  d’un  paramétré  p qu’on 
peut  traiter  comme  variable,  ou  comme  confiant  fui- 
vant  le  befbin , & qui  étant  regarde  comme  Tunité, 
pour  laquelle  on  peut  prendre  telle  quantité , qu’on 
veut,  fervira  a rendre  la  fonélion  f^bomogene  par  rap- 
port aux  variables  *,  «,  ^e.  & p.  Par  exem- 

ple, fl  on  a V=.c x—^ b yzy  on  fera  V—epx-t-byZy 
fonflion  homogène  de  deux  dimenfions,  qui  fera  de 
même  valeur  que  la  propofée  es-t-byZy  par  ce  que 
P reprefente  l’unité.  On  aura  donc,  en  fiifant  tout  va- 
rier, dy=zexdp—\-epdx—y-bzdy—^bydzy  &,  parle 
Theoreme  premier,  el'—zF=.cxp-*’epx—y-bzy-^ 
byzezzie  px-\-2  byzy  & divifànt  par  2 , V~  e p x 
-¥b yz=:zcx-i-by  Zy  en  mettant  l’unité  au  lieu  du 
paramétré  p . 
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DCVIir. 

En  general  fuppofant  que  V foit  une  fonélion 
quelconque  de  dimenfion  e par  rapport  aux  variables 
/,  Z,  M,  è'f.,  quelle  contient,  8c  que  dans  le  cas 
où  cette  fon£lion  n’eft  point  homogène  par  rapport  a 
ces  variables,  on  introduira  le  paramétré  p dans  tous 
fes  termes,  qui  n’ont  point  la  dimenfion  e par  rapport 
aux  variables  z,  «,  8c  qu’on  les  rende 

tous  de  cette  même  dimenfion  e par  rapport  aux  varia- 
bles * , / , * , M , (D’c.  8c  /> , 8c  on  aura  par  le  Theo- 
reme  premier  e F = Mx N/ P —*■ 

Kp. 

Donc,  fi  on  fait  dF  = 0y  on  aura  Md*~\-Ndy 
-¥Pd^-¥-^du-^(D'c.-^rKdp  — Oy  8c  en  divifant  par 

My  coefficient  de  dxy  oti  aura  dx-i-^^dp-^^dz-t- 
^-di4^<yc.-^^dpz±0y  ou,  en  fuppofant  ^ = 

= ^,  ^ = Y,  ^ = ■^5  O"  dx-t-adp~¥-ddz-^ 

d u—\r&c.-^-rr d p-=io y les  Coefficients  or,  /?,  7,  Ô'c. , 
■w  étant  tous  de  dimenfion  nulle  par  rapport  aux  va- 
riables *,/,  «,  «,  Ô’c. , p.  Si  dans  cette  derniere 
équation  on  fait  p confiant,  ou  dp  = Oy  elle  deviendra 
d X -i-adp  d z-+y  d u—\-&c.=^o  , les  coefficients 
a y ^y  y y demeurant  les  mêmes. 
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DCIX. 

Soit  maintenant  dx—t-Adj'-*-Bdz-*-CJu—*‘ 
C^c.  — o une  équation,  qu’on  propofe  d’intégrer:  les 
coefficients  A y B y C,  Ù'c,  étant  des  fonflions  quelcon- 
ques des  variables  * , / , * , « , Il  faut  diftinguer 
deux  cas  dans  cette  équation  : dans  le  premier  cas  on 
fuppofe  que  les  coefikiens  A y B y C,  &r.  font  des 
fonélions  homogènes  de  dimenfion  nulle  des  variables 
Xy  / y Z y U y Ô'f. , 8c  daos  ce  cas  la  queflion  fe  réduit 
a trouver  une  fonflion  y de  ces  mêmes  variables, 
dont  la  différence  M d *—*•  N dy —^P d z—¥ 

(D‘c.  divifée  par  le  coefficient  M de  dxy  ou</x-4- 
dj'-t-^jdz—t-^  du-i-Ù'c.  y foit  ~dx-*-Ady—i- 
B d z-i-C d U -*■  i7c.  : on  aura  donc  A~~  y B = ^ , 
C = ^,Ô’c. , & la  diflérence  Mdx—*-Ndy-+Pdz 
-+^d  » — hO'c.  = Md  X M A d y M B d z—¥  MC  d U 

—^y^c.  — dV.  M efl  une  fonélion  homogène  des  va- 
riables Xy  y y Z y U y Ô’f. , qul  eft  inconniie.  Suppo- 
fint  que  la  dimenfion  inconniie  de  la  fonélion  V foit 
Cy  on  aura  par  le  Theoreme  premier  eP=Mx-¥‘ 

M Ay-\- MBz-^  MC  u-¥(D'c.  ; donc 
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t-C«-h  CVf. 


d X 


X — H A y — B s — I-  C tt  — h 


ày 


Ay-+Bi 


-C«- 


X yi  y — +•  3 7,  "+C*  w — ^ 0"r» 


du 


Si,  en  intégrant  de  part  & d’autre  par  les  me- 


thodes  données  précédemment  , on  aura  -y 
î ^ 

X — f-  W y -4-  3 Z C X -4-  B z — +•  C t»  — +•  C-v. 


L.  V= 
dy-i-(D’c.'^, 


Lorfqu’on  aura  trouvé  par  cette  intégration  la  valeur 
de  F,  on  la  fera  —c  confiante  arbitraire,  & le  Pro- 
blème fera  refolu.  Car  fi  on  fait  F=r,  on  aura  r/ F 
::^o  = Md M A d y M B d z-^- MCdu-i-^c.^  Sc 
en  divifant  par  M,  on  retrouvera  l’equation  propoféc 
dx-¥Ady-¥  Bdz-^C du-\-(D'c.—o.  Si  la  drmen- 
fion  e etoit  nulle,  on  auroit  x— t-Cw— t* 
O’r.  = o,  par  l’equation  eF~Mx-+MAy~^MBz-*‘ 
MCu-f&c. 

Dans  le  fécond  cas  on  fuppofe  que  les  coefficients 
B,  C,  Ô*c.  dans  l’equation  propoféc  d x-{-  A d y 
-^Bdz-^C du-^&c.  ne  font  point  des  fonélions  ho- 
mogènes de  dimenfion  nulle  des  variables  *,/,  z,  «, 
&c.  Mais  en  introduifànt  le  paramétré  p dans  ces 
fondions,  on  pourra  toujours  les  rendre  homogènes,  & 
de  dimenfion  nulle  par  rapport  aux  variables  *, /,  z, 
U , (D'c.  , & au  paramétré  p . Alors  l’equation  propofée 
fera  transformée  en  uiie  autre  de  la  forme  -dx-^sdy 
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-¥!? dn-i-y  J u-t-(7r.=o  , d.ins  laquelle  les  codfi- 
dents  £ , |J , )■ , ^c.  font  des  fondions  homogènes  de 
dimenfion  nulle  des  vari.ibles  *,  /,  a,  « , ^ de 

'P  , & la  quelHon  fe  réduira  a trouver  une  foncHon  F 
des  m5mes  variables,  dont  la  différence  Mdx—^Ndy 
—yPdz—¥ ^d U ü’c. -*•  K d P y divifée  par  M coeffi- 

cient  de  dxy  ou  d x — d y —*■  — d Z-+ ^ d u~i-Ù'c. 

' Ai  AJ  AJ 

K 

-+  — <//),  foit  ~dx—^3dy-^t'dz-^ydu-+&c.—t‘ 
"’fdpy  en  fuppofant  Tr  = — ; & en  failânt  p confiante, 

ou  dp  — O y cette  quantité  dx-^^df-y-^dz-^ 

^du-*-&c.  foit  =//x—t-ûT -4- /3</x -+-/</«— H Ô’f. , 

on  aura  donc  « = ^ = > = m ’ ^ 

K 

— ; & la  différence  Md  x-^- Nd  y —*•  P d z-*- ^d  u-i- 
(yr.-^Kdp  fera  Mdx-t-Mady-y-M  dz-^M/du 
-4-  îff. -*-M^dp  — dF.  M efi  une  fondion  homo- 
gène des  variables  x,  y y 2,  «,  Ô'c. , & de  />,  qui  efi 
inconnue,  & -x  efi  auffi  une  fonflion  inconnue  de  dl- 
menfion  nulle  des  mêmes  quantités. 

En  fuppofant  que  la  dimenfion  de  la  fondion  F 
foit  = e , on  aura  par  le  Thcorcme  premier  eF  — 

Z Z Z 
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M*— t-Ma^  — Aî,i Z— M jf — ♦-Û’c’. -4-Mtï ^ / donc 

JF L.ÜL 

tF  — t'  F ' 


t 

* -H  •/ -H3  s -+ > » -+ 0"ï. -+ »/> 


</  >C  — 4- 


*-+>/— h yyt.  -+  » /> 

8 

CV . -1-  T ^ 

» 

«— Ci'f . H-  * /> 


///  — 4- 
d Z -F- 

d U — +•  &c,  — +• 


»— t-»/— l-Pî  H <yc,  -»■»/> 


OU  en  fa’ilànt  *-+-a^— »- û’c.  — t- tt ^ = fl  , 
• 4^ = 7 </ * -+•  7 <// -t- 7 </ Z -4- y </ « -HÔ'r. -I- J <//» , 
& , en  intégrant  de  côté , & d’autre  , — • L.  F = 
S.Çjdx-^jdj'-^jdz-i-jdu-^&c.-^-jdp'). 


Lorfqu’on  aura  trouvé  par  cette  intégration  la  valeur 
de  la  fonélion  F , on  la  fera  —c  condante  arbitraire, 
& le  Problème  fera  refolu. 


Mais  TT  étant  une  fonflion  inconnue  des  variables 
*,  y,  Z,  «,  (7c.  y on  ne  peut  trouver  l’intégrale 
precedente,  fi  l’on  n’a  auparavant  la  valeur  de  cette 
fonélion  -r . Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver 
cette  valeur  de  . 
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Si  on  fuppofoit  que  la  dimenfion  e de  F fut 

. — X — — 0%  — Ira  — iS'f.  ., 

= 0,  on  auroit  ^ , par  ie- 

quatlon  ef  = Mat-4- Ma/  — -t-  My  u-i-Ù'c.  — f- 
M-n  P y mais  cette  valeur  de  -w  , rendant  ô , ou 
*-f l-Û'f.— f-"^/)  = o , ne  peut  nous 
fervir,  & il  faut  neceflâirement  en  trouver  quelqu’- 
autre . 


DCX. 

On  la  trouvera  par  le  quatrième  des  Theoremes, 
que  nous  allons  démontrer. 

THEOREME  II.  Suppofé  que  F foit  une  fonélion 

des  variables  *,/,  «,  on  aura  = 

S.^^dx^  c’cft  a dire,  que  la  différence  de  S.Vdx 

prife  en  ne  faifant  varier  que  y y & divifée  par  dy , 
eft  égalé  a l’intégrale  du  produit  de  la  différence  dx 
multipliée  par  la  différence  dV  prife  en  ne  faifant  va- 
rier que  y , & divifée  par  dy.  Nous  avons  démontré 
cy-deffus  ce  Thcoreme  . (^C  C CK X . 

DCXI. 

THEOREME  III.  F étant  toujours  une  fonélion 
des  variables  «c,/,  z,  «,  (Fc.  y Sc  fa  différence  dF— 
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Md X -+Nd/ -+P dz-\-^d u-i-Ù'c.^  ou  aura  les  e- 

J ...  dM  JN  dM  dP  dM 

quations  de  condition  -j-  =—  , — = 


dO  dN 


d P i/.V 
à y ^ a » 


dO 

iiy 


±L—^^c.  . 

'au  a Z 

r, 


Nous 


avons  aulTi  démontré  ce  Theoreine.  C n-i 
DCXII. 


THEOREME  IV.  Dans  la  même  fuppofition,  en 
falfant  N—j4M^  P — BM^  ^)j=C  M ^ tiT'r. , & par 
confequent  dV—  Mdx-h^Md/—^-BMdz-+CMdu 
-4-éb’f. , on  aura  les  équations  de  condition  fuivantes. 

I?  Pour  trois  termes  Mdx-+AMd/-^-BMdz 
on  aura  l’equation 

d B g d^  d^ ^ 

d X a X U Z dy 

2?  Donc  pour  quatre  termes  Mdx-^-AMdy-h 
B Mdz-hCMdu^  on  aura  ces  trois  équations 


dB 

éA 

dB 

— 

à Z 

dy 

0 

dA 

de 

W J ■ 1 

a X 

d H 

dy 

dB 

de 

■°  dx 

a X 

du 

d Z 

' 0 

3 ? On  trouvera  de  même  les  conditions  pour 
cinq  termes  de  la  diflérence  de  F,  pour  fix,  &c.  Nous 
avons  démontré  cy-defl'us  ce  Theorcme.  On  va  voir 
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dans  le  Problème  fuivant  la  maniéré  de  trouver  la 
fon£lion  par  le  Theoreme  precedent. 

DCXIII. 

PROBLEME.  Intégrer  l’equation  dx-\-adyz=o^ 
dans  laquelle  a eft  une  fonélion  homogène  de  dimcn- 
fion  nulle  de  *,  de  & de  ou  une  fraélion  don- 
née, dont  le  numérateur,  & le  dénominateur  font  des 
fondions  homogènes  S:  de  même  dimenfion  de  * , de 
/,  & de  p. 

SoLUTlov.  La  queftion  fe  réduit  a trouver  une 
fonélion  9 de  *,  de/,  & de  /»,  dont  la  différence, 
en  faifant  p confiant,  divifée  par  le  coefficient  de  </x, 
foit  d x-t-::  dy-=o  (Art.  DCVill.).  Si  l’on  n’eùt  pas 
fait  dp~o^  on  auroit  eù  dx-*-ady—i-Trdp  = Oy  tt 
étant  une  fonélion  homogène  de  dimenfion  nulle  de  x, 
de  p , & de  />,  qui  eft  inconnüe;  & fi  l’on  n’eût  pas 
divifé  par  la  fonction  ju,  qui  multiplioit  dxy  on  auroit 
CÙ  fJ.  d X-*- <J.  X dy -i- fi-rr  d p~d  p (Art.  DCVIII.),  /«• 
étant  une  fonflion  homogène  de  x,  de/,  8c  de  py 
qui  eft  aulfi  inconnue. 

En  fuppofant  que  la  dimenfion  de  9 etoit  =f, 
nous  aurons  e9  = /iix-t-jua/— donc 

x-t-üf  -hwp  x-h*Jt-i-xp  P y ^y 
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en  intéiîrant,  — .L.'i)=S'.  ( dx-* dy 

^p')'  plus  que  d’avoir 

la  fonflion  v ^ 8c  nous  lavons , par  le  Theoreme  IV. , 
qu’a  caufe  de  l’cquation  y d x-^u  a d y —¥u.a  d p—d 
cette  fonélion  doit  être  telle,  que  a~  — 

(i  ▼ 

"âj 

Pour  trouver  la  valeur  de  ir  par  cette  équation, 
confiderons  plus  particulièrement  que  nous  n’avons  en- 
core fait,  de  quelle  maniéré  on  peut  concevoir  qu’on 
ell  arrivé  de  la  fonflion  ç a l’equation  dx-¥ady  — o. 
On  a dilférentié  en  faifant  tout  varier,  & on  a eû 
yid X—*-  B dy—\-C d p = d ; on  a réduit  les  trois  fon- 
dions Ay  By  C au  même  dénominateur  D,  & on  a 

eù  -^{Edx-MF ày-^G d p)=d<p  . On  a divifé  les 

fondions  E,  F,  G par  leur  plus  grand  fadeur  com- 

mun  Hy  & on  a eù  —(Idx-¥Kdj'-i-Ldp)  = d<p. 

On  a encore  divifé  les  fondions  I 8c  K par  leur  plus 

grand  fadeur  commun  & on  a eù  —{M^dx-i- 

N^dy-\-Ldp')z=zd<p;  on  a fait  dpz=zOy  &on  a 

eù  dx-i-^  d/  = o.  Donc,  puifque  ces  deux  dernic- 
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I res  équations  doivent  être  les  mêmes  que  les  deux 

' = & dx-^adjr  — Oy  OU  aura 

N L * 

«=  — , & 7T=-^^,  N S<  M étant  des  fondions  ho- 
I mogenes  de  même  dimenfion  de  x , de  / , 8c  de  p; 

L 8c  étant  auffi  des  fonflions  homogènes  8c  de 

même  dimenfion  des  mêmes  quantités. 

I En  fubftituant  ces  valeurs  de  « , & de  dans 

1>  • 1 ti  ^ d d a </▼ 

équation  de  condition 

nous  aurons  N NL^  — ^ X 

( M 4f  - ^ 

I 

La  fonflion  « étant  donnée,  on  aura  les  fonélions 
N 8c  M,  en  faifant  N égal  au  numérateur,  8c  M égal 
au  dénominateur  de  la  fraélion  a.  Si  de  plus  la  fon- 
êlion  etoit  donnée , on  auroit  très— aifement  la  fon- 
flion  L par  la  méthode  des  indéterminées.  L’on  pren- 
droit  pour  L une  fontUon  homogène  de  *,  de  /,  & 
de  />,  de  même  dimenfion  que  la  plus  generale 

qu’il  feroit  pofflble , 8c  avec  des  coelhcients  indétermi- 
nés ; on  fubtlitueroit  cette  valeur  de  L dans  l’equation 
de  condition,  qu’on  vient  de  trouver  entre  Af,  A%  L, 
& l’on  determineroit  les  coefficients  de  L par  des 

t 

I 
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équations  du  premier  degré,  en  nitidiiifurit  a cette 
équation  de  condition  fuppofce  identique,  comme  on  le 
verra  dans  l’exemple  que  nous  rapporterons  plus  bas. 
Mais  comme  la  fonflion  ^ cfl  inconnue  de  même 
que  L , l’on  fera  i P * ■>  o''  l’equation  de 

...  ■Krdh  . àN  ,r<iN  -KrdM  n^dL 

condition  N-; L—, ^M— N-~. M-r~ 

a g dx  dp  a P dy 

—¥L^^—o.  2?  on  aura  en  faifanc  d 

=.dp  = o dans  l’equation  generale  de  condition,  & 
divifant  par  ;>,  — — 

— M L-—  —O.  3?  S’il  n’entre  aucun  radical 

djr  <if  3 

dans  N,  ny  dans  M , l’on  fera  ap-^-bx-*-c y . 

4?  ^j=ap^  -^-b  P x-k-c  P y -y-d  -^e  X y -^-f . 5? 
^—ap^—^bp*x-^(yc.^  8c  l’on  déterminera  les  coef- 
ficients de  L,  comme  fi  ceux  de  ^ etoient  donnés; 
enfuite  l’on  verra  quels  doivent  être  les  coefficients  de 
pour  qu’il  n’y  ait  pas  de  con  tradition  dans  ceux 
de  L. 

S’il  entre  des  radicaux  dans  les  fondions  N,  M, 
après  avoir  effayé  les  hypothefes  de  .^=  i , & de 
^—p^  qui  font  très-generales,  l’on  fera  entrer  ces 
mêmes  radicaux  dans  les  valeurs  fucceffives  de  & 
de  L,  comme  autant  de  nouvelles  variables,  8c  de  la 
maniéré  la  plus  generale  qu’il  fera  poffible , fur  quoi 
on  peut  voir  les  Mémoires  de  M.'  Fontaine  page  ^5. 

DCXIV, 
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553 


T'  O • t ap-*-f>x-yef 

Exemple.  Soit,  par  exemple,  « 

S:  l’equation  propose  dx-+  d)i  = o en 

fuppofant  ^=1,  on  aura  N—ap-^l>x-+c/y  M~ 
a'/)-+-P  *— H /'/,  L~  Ap-k-  B x-^-C y ^ les  coefficients 
A ^ B y C étant  indéterminés,  -~=^,  ^~=.ay 

dM  .JM  , HL  „ JL  r,  r. 

"37  = ^’  ~ = = — = C>  & en  fub- 


Jp 


dp 


ftituant  dans  l’equation  de  condition  N-^  — 

Tt/fdN  -KT^^  y 4M 

N— yVf-3 i-L--— z=o  , nous  aurons 

ap  dp  djr  dp  ' 

( JB  — SL  C b A Y A ) Ÿ —h  ( — • b si  — |â  C *+• 

»-(f/3  — ca—*-ay' — bC)y  = o ; équation  qui 
doit  être  identique:  donc  aB — a'C — bA-\-'i'A=.o‘ 
— A a'— ./C—4-  '/  B — o;cB—ca'—^-ay — bC=o‘ 

en  comparant  ces  équations,  on  trouve  A ~ ~-j^zï7y’  ~ ^ » 

^ _Æ'(f  »' — <>')  — b (b»' — 4 5')  — 4 a')  — r tA»' — 4 fi') 

« 3 — b t'  > t fl  — 4 >■ 

donc  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  Ap-b-Bx-b- Cy 
= L , & enfuite  les  valeurs  de  X , de  M dans 

A a a a 
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_L_ L 

Al  ' 


on  aura  yr  = 


— a f ^ -i-  r -f  ( c • — <'  ?'  ) — 1-  ( A •»'  — a 4’  ) ] r — [ > ' ( c 1*  — a 4')  — c t h ^ — 

( f jU  — O i J V *-+•>>  i 


Si  reqii.uion  {'rnj^ofJu  ctoit  d x 

’ -(•  A ' r — *-  f '■  f ->■  f ’ -+  ' r >’ 


</f  = o,en  fiippoQnt  j9  = », 

,—axy  — fy'  y ■>  It  ri 

ou  auroit  N~  u p' h p x-+ c p y d'x^ —¥c  x y ; M:= 
a -H-  fi  P X -4-  'f'p y — d'xy  — *■/*  / L = A p'  —4-  B p^  X 
—4-  C />*/  —¥  D P X* -k- E P xy -t- F py^  — 4-  G x'  — 4-  Hx^y  -4- 
Jxy  ~*.Ky  ; -^-  = bp-+2d  x~fcy  ; -~=:zap-h 

bx-^rcy;  — — y p — d x — 2 ey  ; -—  = 2 a /)-4-i>  1» 

-^^-  = 5^’-4-2D^X—4-EjO/— 4-30  X*— 4-2  Hxy 

— 4-//*y  ^—  = Cp^—i-Epx—¥2Fpy~+Hx*—*‘2lxy 


-^iKy^;  & en  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’equa* 

lion  de  condition  N-J- L^~—\-pM^-^ pN^-^ 

■ — lî^  ^ ~ ° équation,  qu’on 

regardera  comme  identique,  Sc  par  laquelle  on  déter- 
minera les  coefficients  yf.  B,  C,  ü,  E,  (7c.  de  L, 


Digitized  by  Google 


II.  Partie.  Chap.  X.  555 

on  aura  donc  les  valeurs  de  de  M,  & de  I, , 8c 

par  confequent  celle  de  17=-^^. 

Ce  que  nous  avons  dit  jufqu’a  prefent  dans  ce 
Chapitre,  appartient  a la  première  méthode  de  M.f 
Fontaine,  fur  laquelle  nous  ne  nous  étendrons  pas 
davantage:  ce  que  nous  venons  de  dire  étant  fuffifant 
pour  comprendre  dans  l’Auteur  même  ce  qui  regarde 
cette  première  méthode. 

DCX  V. 

Il  faut  voir  dans  l’Ouvrage  même  de  M.f  Fon- 
taine l’application  ingênieufe  que  ce  fçav'ant  Auteur 
fait  de  cette  première  méthode  aux  équations  différen- 
tielles des  ordres  fupérieurs . Quant  a la  fécondé  mé- 
thode, il  a donné  lui  même  une  introduélion.  On  ne 
peut  rien  faire  de  mieux  que  de  la  lire  avec  beaucoup 
d’attention,  8c  la  plume  a la  main.  Elle  contient  des 
vérités  fondamentales,  Sc  élémentaires  fur  les  rapports 
generaux  des  équations  intégrales  a leurs  différentielles. 
Nous  en  parlerons  après  avoir  établi  les  propofitions 
fuivantes , qui  pourront  répandre  quelque  lumière  fur 
toute  cette  matière. 

I?  Lorfqu’on  parle  d’équations,  de  fondions,  de 
radicaux,  de  dénominateurs,  de  puiffances,  &c. , on 
entend  toujours  des  quantités  qui  contiennent  une,  ou 
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plufieurs  variables,  a moins  qu’oa  n’avertifle  du  con- 
traire . 

2 ? Les  exprefTions  ^ 2 , y/  3 , &c.  i , 2 , 

a 3 , Ù'c, , il,  bzy  ù ont  la  meme  lignification 

que  celles-cy,  qui  font  moins  commodes  A' y A" y A“ ^ 

<Dc.y  a'y  a y a"  &c.. 

3 ? On  prend  ordinairement  la  lettre  p pour  de- 
figner  l’unité  indéterminée  ; & par  ce  qu’on  ne  change 
point  la  valeur  d’une  quantité  en  la  multipliant,  ou 
en  la  divilânt  par  l’unité,  on  fe  fert  de  p y & de  Tes 
puiflances  pour  conferver  l’homogeneité  partout  où  l’on 
en  a befoin. 

4?  On  appelle  équation  algébrique,  rationelle, 
& entière  toute  équation  difî'érentielle,  ou  intégrale, 
qui  ne  contient  ny  fonélicns  tranfeendantes , ny  radi- 
caux , ny  dénominateurs . 

5?  Une  équation  quelconque  étant  propofée,  on 
peut  toujours  la  délivrer  de  dénominateurs . On  n’a 
pour  cela  qu’a  réduire  toutes  fes  parties  en  frailions 
de  même  dénomination,  & effacer  enfuite  le  dénomi- 
nateur commun  a toute  l’equation . Par  exemple  , fi 

<1  . r/  • J 

1 équation  propolee  ecoit  a a x—h  — 


on  la  reduiroit  a cclle-cy 


a f J y -t- 1 X d — c y d 

pa  X djr  * 


& on  auroit  apdx^df-t-ùxd/^  — cj'dx^  — o. 
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6?  Si  l’equation  propofée  renferme  des  puiflances 
négatives,  c’eft  a dire  des  puiflTances,  dont  les  expo- 
fans  font  négatifs,  on  pourra  l’en  délivrer.  Car  en 
fai  Tant  pafler  ces  puilTances  négatives  dans  les  dénomi- 
nateurs, ou  les  rendra  pofitives , & enfuite  on  pourra 
debarafler  l’equation  de  dénominateurs. 

7?  Si  une  équation  contient  des  radicaux,  on 
pourra  l’en  délivrer  dans  quelques  Gis,  fans  augmenter 
le  nombre  des  variables , & toujours , en  égalant  cha- 
que radical  a une  nouvelle  variable. 

8?  Si  elle  contient  des  fondions  tranfeendantes , 
ou  des  intégrales  fous  le  figne  d’intégration,  on  pourra 
toujours  l’en  debarafler  en  égalant  fes  fonflions  où  ces 
intégrales  a de  nouvelles  variables  , & quelquefois , 
fans  introduire  de  nouvelles  variables,  en  différentiant 
toute  l’equation . Par  exemple , fi  l’equation  propofée 
etoit  a d xS.jf  d X — b x x d/^o  ^ on  auroit  S.ydx=^ 

& différentiant,  en  faifant  dx  confiante,  on 

aitx  ^ ’ ' 

• J % hx d xd Y-+ h X X ddr  g ,1  ; j j 

auroit  y ^ocaydx  —ibxaxd/ 
— b X X d djf  = 0 . 

P?  Il  n’y  a point  d’équations  finies,  algébriques, 
rationelles,  entières,  & homogènes,  qui  ne  foient  con- 
tenues dans  ces  fuites  prolongées  a l’infini. 


558  Elemens  du  Calcul  Intégral 
PREMIERE  Suite. 

jip^-^BpX—i-Cx^  = 0. 

A p^  — B P*  X —H  C P XX  -4-  Dpx^  = 0 , 

A p^  B p^  X — 4-C  P*  x^—i-Dpx^  — +•  E x^= 0 . 

(P“c.  a l’infini. 

Seconde  Suite. 

A p-¥  B x—\-C y=^o . 

Ap'-^Bpx—^C  P / D X*  —*•  E X/  B' — 0 , 

Ap^  -+  B p^  X -i-C  p^  }■  -i-  D P x^  —*■  E P XJ/  —h  F p/^  -^G  x^ 
-<rHx'j/-^Ix/-¥K/=0, 

A p^ B p^  X— 4-Û’f.  = 0 . 

C'r.  a l’infini. 

TROISIEME  Suite. 
Ap-^Bx-^C  y-*-D%—o. 

Ap^—\‘Bpx-*-Cpj/—^-Dpz—^Ex*—*‘Fxj/  -+-G/*—»- 

Hxz-^ Iy%-¥K  z*=o. 

A p^  — 4“  B p^  X — 4*Ô’c.  — . 0. 

Û'f.  a l’infini. 

Q^u ATRiEME  Suite  &c. 

Ù’c.  6v.  Ô*c.  a l’infini. 

Les  coefficients  A y B y C,  D,  E,  F,  &c.  defignent 
des  confiantes  indéterminées,  ou  zéro. 


\ 
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10?  Si  on  prend  fucceflivement  toutes  les  dille- 
rcoces  premières,  fécondés,  troifiemes,  &c.  de  toutes  les 
équations  de  chaque  fuite,  il  eft  évident  qu’on  aura 
toutes  les  équations  diül-renticllcs  algébriques , rationel- 
les , & entières,  qui  auront  pour  intég?-ales  des  équa- 
tions finies,  algébriques,  rationelles,  & entières,  & que 
ces  intégrales  fe  trouveront  dans  ces  fuites.  Donc,  fi 
on  propofe  d’intégrer  une  équation  dilférentielle  quel- 
conque, qui  ait  par  elle  même,  ou  par  reduélion,  la 
forme  requife,  c’eft  a dire,  qui  foit  algébrique,  ratio- 
nellc,  & entière;  fi  elle  a pour  intégrale  une  équation 
algébrique,  rationelle,  & enticre,  on  trouvera  cette  in- 
tégrale en  comparant  l’equation  dilférentielle  propofée 
avec  les  formules  generales  des  dilférentiellcs  des  fuites, 
qui  font  du  même  ordre,  8c  du  même  nombre  des  va- 
riables , que  la  propofée  ; Sc  fi  l’on  ne  trouve  pas  dans 
les  diiléreiuielles  des  fuites  de  formule,  qui  puiife  être 
comparée  exaêlement  avec  la  différentielle  propofée,  on 
pourra  multiplier  fuccelfivement  cette  propofée  par  dif- 
férentes fondions  generales,  algébriques,  rationelles,  8c 
entières  des  variables  qu’elle  contient,  juf.ju’a  ce  qu’el- 
le acquière  une  forme , qui  puiife  être  comparée  exa- 
êlement  avec  quelqu’une  des  formules  diH'érentielles  des 
fuites. 

1 1 ? Au  relie  il  faut  fe  fouvenir  que  l’intégrale 
finie  d’une  équation  différentielle  d’un  ordre  quelconque 
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doit  renfermer,  pour  être  complette,  autant  de  con- 
fiantes arbitraires,  qu’il  y a d’unités  dans  l’expofant 
de  cet  ordre.  Ainfi  les  équations  des  fuites  precedentes 
font  toutes  des  intégrales  complettes  de  leurs  différen- 
tielles du  premier  ordre . Car  en  prenant  la  première 
différence  de  chacune  de  ces  équations,  le  premier  ter- 
me confiant  ou  Ap'  ^ ou  A p^  ^ (D'c.  s’évanouit, 
8c  ne  fe  trouve  point  dans  fa  différentielle  du  premier 
ordre;  par  confequent  il  devient  une  confiante  arbitrai- 
re dans  l’intégrale  de  cette  différentielle . De  même 
fi,  en  prenant  les  fécondés  différences  de  chaque  équa- 
tion des  fuites,  on  fuppofe  qu’une  des  premières  diffé- 
rences des  variables  »,  /,  z,  «,  û’c.,  par  exemple, 
</»,  foit  confiante,  les  équations  des  fuites  feront  tou- 
tes des  intégrales  complettes  de  leurs  différentielles  du 
fécond  ordre , par  ce  que  la  fécondé  différentiation , en 
fuppofant  dx  confiante,  ou  ddxz=Oy  fera  difparoitre  le 
fécond  terme  Bpx^  ou  Bp*x,  ou  Bp^Xy  &c.  dans  la 
différentielle  du  fécond  ordre  ; & l’intégrale  de  cette 
différentielle  contiendra  les  deux  confiantes  arbitraires 
A 8c  B,  qui  ne  fe  trouvent  point  dans  la  fécondé  dif- 
férence de  cette  intégrale.  Dans  la  même  fuppofition 
ie  dx  confiante,  les  équations  des  fuites  feront  des  in- 
tégrales complettes  de  leurs  troifiemes  différences,  par 
ce  que  la  troifieme  différentiation  fera  difparoitre  un 
troifieme  coefficient  confiant  dans  la  différentielle  du 

troific: 
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troifieme  ordre.  Par  exemple,  fi  l’on  prend  fucceflive- 
ment  la  première,  la  fécondé,  & la  troifieme  différen- 
ce de  l’cq nation  de  la  fécondé  fuite  yJp^-t-Bpx^ 
C py-^-D  X*  xy -i-F  ^'  — 0 ^ on  aura  pour  fa  dif- 

férentielle du  premier  ordre  Bpdx—y-Cpdy-*-iDxdx 
—^■Exdy—t-Eydx—hzFydy  =o,  dans  laquelle  le  premier 
terme  Ap^  de  l’intégrale  a difparù.  Donc,  fi  on  vou- 
loir intégrer  la  différentielle  dx—\-zdy  — zxdx  — 
^y dy~o  ; en  la  comparant  avec  la  formule  generale 
Bpdx—\-Cpd/-*-2Dxdx—*-Eydx-*-Exdy—i-2  Fydy 
= 0,  on  auroit  Bp=i^  C/»  = 2,  zD— — 2,  E=:o, 
zF  = — 3,  & l’intégrale  feroit  Ap^-^x-^zy  — ** 
jy'z=o,  dans  laquelle  A cft  une  confiante  arbi- 
traire. La  différentielle  generale  du  fécond  ordre,  en 
fâifant  dx  confiante,  fera  Cpddy—t-zDdx*—i-zEdfdx 
-¥Exddy^zFdy^—*-zF/dd/  = o^  dans  laquelle 
le  coefficient  B a difparù;  8c  fi  on  vouloir  intégrer  la 
différentielle  du  fécond  ordre  dx'—irzdy'—^zyddy=Oy 
on  auroit  C = o,  2D=i,  E — o^  z F=z  y Sc  l’in- 
tégrale finie  feroit  Ap'—i-Bpx-*--j  x^-+/y  = Oy  dans 
laquelle  A 8c.  B font  deux  confiantes  arbitraires . La 
différentielle  generale  du  troifieme  ordre , en  faifant 
dx  confiante,  fera  Cpd^y-^  ^Ed xd dy—¥Exd^y —*• 
ôFd/ddy-i-zF/ d^/ ^ ® > ^^ns  laquelle  les  trois 

B b b b 
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cocfTicients  conftans  A ^ B ^ & D ont  difparû  : on 
trouvera  donc  trois  conftaiites  arbitraires  dans  l’intégra- 
le finie.  Mais  fi  l’on  prend  le;  diflerences,  qui  furpaf- 
fent  le  troifieme  ordre,  m^me  en  faifant  dx  confiante, 
on  trouvera  que  leurs  intégrales  finies,  dans  les  fuites 
precedentes,  ne  feront  que  des  intégrales  particulières, 
ou  incomplettes  de  ces  dlirércntielles;  & en  general  fi 
on  ne  prend  aucune  diftérence  première  des  variables 
X,  *,  «,  (!jc.  pour  confiante,  les  équations  finies 
des  fuites  ne  feront  que  des  intégrales  incomplettes  de 
toutes  leurs  difl'érentiellcs  fupérieures  au  premier  ordre . 

DCXVI. 

On  comprend,  par  ce  que  nous  veions  de  dire, 
que  c’eft  pour  avoir  toujours  des  intégrales  complcttes, 
que  M.r  Fontaine  dans  fon  intcoduclion  a la  fécondé 
méthode  fuppofe,  que  dans  la  fécondé  fuite  d’equatlons, 
qui  doivent  être  les  intégrales  finies  des  équations  dif- 
férentielles entre  le  paramétré  p,  Sc  les  variables 
les  coefficients  confiants  B,  C,  D,  £,  F,  &c. 
defignent  des  fondions  d’un  nombre  arbitraire  « , s’il 
s’agit  d’une  équation  aux  premières  différences  ; de 
deux  nombres  arbitraires  »,  >»,  s’il  s’agit  d’une  équa- 
tion aux  fécondés  différences;  de  trois  nombres  arbi- 
traires »,  w,  /,  s’il  s’agit  d’une  équation  aux  troifie- 
mes  différences,  &c.  Voyons  maintenant  dans  l’intro- 
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daflion  meme  de  M.'  Fontaine  l’ufàge,  qu’il  fait  de 
CCS  équations  de  la  fécondé  fuite,  & des  fuppofitions 
precedentes. 

Prenez  une  des  formules  precedentes , celle  du 
premier  degré,  ou  celle  du  fécond,  ou  celle  du  troi- 
ficme,  &c.  Subflituez  au  lieu  des  coefficients  indéter- 
minés 5,  C,  D,  £,  F,  Cÿf.  des  fonélions  de  « a 
vôtre  choix,  vous  aurez  une  équation,  qui  fera  l’in- 
tégrale d’une  équation  aux  premières  différences.  Pour 
avoir  cette  équation  aux  premières  différences , dont 
vous  avez  l’intégrale,  différenticz  cette  intégrale,  vous 
aurez  deux  équations  : chaffez  en  »,  & l’equation , qui 

vous  reliera  entre  />,  *, /,  </»,  <//,  fera  l’equation 

aux  premières  différences,  dont  vous  aurez  l’intégrale. 

Prenez,  par  exemple,  la  formule  Ap-^r 
C/  = Oy  & faites  A=i — »,  5 = 2,  C=  > 

on  aura  l’equation  (i — »)p— H2x— h *~^-/  = o, 
qui  fera  l’intégrale  d’une  équation  aux  premières  diffé- 
rences. Pour  avoir  l’equation  aux  premières  différen- 
ces, dont  c’efl  l'a  l’intégrale,  on  différentie  cette  inté- 
grale J on  aura  2»</*— «-(2  — ^ &,  en 

chaffant  »,  on  aura  l’equation  aux  premières  différences 

^pdy^—^loxdy' — 1 oydxdy — zpdxdjf — ^xdxdy 
-\-^ydx^=zoy  dont  l’intégrale  eft  (i — n)p—¥ix—¥‘ 
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Prenez  une  des  formules  precedentes:  mettez  dans 
cette  formule  pour  B ^ C ^ D ^ F ^ û'c.  des  fon- 

dions de  »,  Sc  de  m , telles  que  vous  voudrez,  & 
vous  aurez  une  équation , qui  fera  l’intégrale  d’une 
équation  aux  fécondés  difiérences.  Pour  avoir  cette 
équation  aux  fécondés  dittérences,  dont  vous  avez  l’in- 
tcgrale,  différentiez  cette  intégrale  deux  fois,  vous  au- 
rez trois  équations:  cliaifcz  en  les  nombres  »,  Sc  rw , 
& l’equation,  qui  vous  reliera  entre  py  x,  /,  </x,  dj/y 
d dp  (on  fuppofe  d x confiante ) , fera  l’equation  aux 
fécondés  différences,  dont  vous  avez  l’intégrale.  Pre- 
nez, par  exemple,  cette  formule-cy  Ap^-i-Bpx-h 
C py-¥D  x^ -*-Ex  y -\-F  P*  =zo  y & faites  A~iy 
B = 2»,  C — n — m y D — o y £==3  — 2w,,£  = 
— H»;,  vous  aurez  l’equation  3/»*-+-2  »/>x— ♦-(»  — f*>)p/ 
-4-(3  — 2w)x/  — nmy^  — o , qui  fera  l’intégrale 
d’une  équation  aux  fécondés  différences.  Pour  avoir 
cette  équation  aux  fécondés  différences,  dont  c’efl  Ik 
l’intégrale,  différenciez-lk  deux  fois,  vous  aurez  znpdx 
-+(»  — P ^ P — zm)xd  y-M{  3 — zm)ydx  — 

znmydy  = Oy  8c  (»  — m)pddy—^[j  — zm)  xd  dy 
-1-2(3  — zm(dxdy  — znmyddy — znmdy':=^o  : 
chalfez  les  nombres  » & »j  de  ces  trois  équations,  & 
l’equation,  qui  vous  refiera  entre  /»,  x,/,  dxy  dyy 
d dy  fera  celle , dont  il  s’agit. 
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Prenez  encore  une  des  formules  precedentes:  met- 
tez dans  cette  formule  au  lieu  de  B y C,  D, 

F y &c.  des  fondions  de  w,  de  , & de  /,  vous  au- 
rez une  équation,  qui  fera  l’intégrale  d’une  équation 
aux  troifiemes  difl'érences . Pour  avoir  cette  équation 
aux  troiiiemes  difl’érences , dont  vous  avez  l’intégrale  , 
difl’érentiez  cette  intégrale  trois  fois,  vous  aurez  quatre 
équations:  chalTcz  en  les  nombres  «,  »» , /,  & l’equa- 
tion,  qui  vous  reliera  entre  />,  *,/,  dxy  d/y  ddyy 
fera  l’equation  aux  troifiemes  différences,  dont 
vous  avez  l’intégrale. 

Pour  avoir  l’intégrale  d’une  équation  différentielle 
donnée  , il  faudra  donc  que  la  formule , que  l’on  choi- 
fira,  & que  les  valeurs,  que  l’on  donnera  aux  coeffi- 
cients A y B y C,  Dy  Ey  F y Ù'c.  dc  cctte  formule 
en  w,  fi  c’ell  une  équation  aux  premières  différences, 
qui  foit  donné  ; en  « , & »f , fi  c’ell  une  équation  aux 
fécondés  difl'érences;  en  » , en  m , & en  /,  fi  c’efl  une 
équation  aux  troifiemes  différences,  &c. , foient  telles , 
que  l’on  arrive  de  cette  intégrale  a l’equation  différen- 
tielle propofée.  De  même  que  pour  chaque  intégrale 
il  n’y  a qu’une  feule  équation  aux  premières,  ou  aux 
fécondés,  ou  aux  troifiemes  différences,  Scc. , dont  elle 
foit  l’intégrale:  pour  chaque  équation  aux  premières 
différences , il  n’y  a qu’une  feule  équation  entre  />,  », 
y y 8c  n y qui  en  foit  l’intégrale:  pour  chaque  équation 
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aux  fkîcondes  dift'crences,  il  n’y  a qu’une  feule  (quation 
entre  <e,  y,  «,  & »»,  qui  en  Ibit  l’intégrale:  pour 
chaque  équation  aux  troifiemes  difl'érences , il  n’y  a 
qu’une  feule  équation  entre  />,  x,/,  »,  w,  & /,  qui 
en  foit  l’intégrale  &c.  Cette  intégrale  peut  fe  prefen- 
ter  fous  une  infinité  de  formes  différentes;  mais  ce 
fera  toujours  cfl'entiellemcnt  la  même  équation. 

Si  vous  avez  l’intégrale  d’une  équation  aux  pre- 
mières différences,  Sc  que  vous  déterminiez  »,  c’efl  a 
dire,  que  vous  fartiez,  par  exemple,  w = o,  ou  » = 
— 3 , ou  « = 5,  ^c.,  l’equation,  que  vous  aurez,  ne 
fera  pas  l’intégrale  de  vôtre  équation  aux  premières 
différences,  mais  jelle  fera  feulement  un  des  cas  de  cet- 
te intégrale  ; & il  en  de  même  des  intégraies  des  e- 
quations  aux  fécondés  différences,  de  celles  aux  troi- 
fiemes, &c.  ; a chaque  fois  que  l’on  détermine  un,  ou 
deux,  ou  trois,  &c.  des  nombres  »,  w,  /,  Ô’r. , l’e- 
quation,  que  l’on  a,  n’eft  plus  qu’un  des  cas  de  l’inté- 
grale. Par  exemple,  fi  vous  faites  »— i dans  l’inté- 
grale complette  »(i — »)^— »-2»x— «-(2  — 5»)^  = o 
de  l’equation  aux  premières  différences  3 /><//*— H 
I oxdy* — I oydxdp  — ipdxdp — \xdxdp-\-^pdx^ 
= 0,  l’equation  ^x — 3^  = 0,  que  vous  avez,  ne  fera 
pas  l’intégrale  de  cette  équation  aux  premières  différen- 
ces, c’eft  a dire,  que  l’equation  différentielle  zdx  — 
^d/  = o ne  fera  pas  la  même  que  cette  équation  aux 
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premières  différences  — i%ydxdy  — 

CTc.  — o;  mais  l’equation  2* — 3/  = o fera  feulement 
un  des  cas  de  l’intégrale  complette  de  l’equation  aux 
premières  différences  3 p <//*—♦■  i — (D‘c.=zo  ; 

c’eft  a dire,  que  tirant  de  l’equation  2*  — ^y  — o la 
valeur  d'une  des  variables,  & fubdituant  cette  valeur 
pour  la  variable  dans  l’equation  différentielle  3 p dy'  -4- 
loxdy^  — (S'c,  = 0 , celle-cy  deviendra  identique . Car 
puifque  2*— -3>'  = o,  on  aura  & dx=^-^dy  J 

& fubftituant  ces  valeurs  pour  x,  8c  pour  dx  dans 
l’equation  différentielle  ipdy'-*-ioxdy^  — = 0 , 

elle  deviendra  Z p d 1 ^y  dy^ — i^ydy*  — ip^y' 
— yydy^-^yydy*  = Oy  équation  identique. 

On  peut  encore  obferver  icy  que,  pour  chaque 
équation  aux  fécondés  différences,  il  y a deux  intégra- 
les aux  premières  différences;  car  après  avoir  différentié 
une  fois  feulement  l’intégrale  d’une  équation  aux  fécon- 
dés différences,  on  pourra  chaffer  le  nombre  n; , ou  le 
nombre  n , 8c  par  confequent  avoir  une  équation 
aux  premières  différences,  oii  il  ne  reliera  que  «,  & 
une  autre , où  il  ne  reliera  que  m , 8c  chacune  de  ces 
deux  équations  fera  egalement  l’intégrale  de  l’equation 
aux  fécondés  différences,  que  l’on  aurait  en  différentiant 
l’intégrale  deux  fois , & en  chaffant  les  deux  nombres 
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m 8c  n;  que  par  la  même  raifon  pour  chaque  équation 
aux  iroifiemes  diflereaces  il  y a trois  équations  aux 
fécondés,  qui  en  font  les  intégrales,  fçavoir,  celle  oik 
U ne  refte  que  le  nombre  /,  celle  oCi  il  ne  refte  que 
le  nombre  w,  & celle  où  il  ne  refte  que  le  nombre». 
Mais  bornons  nous  quant  a prefent  aux  équations  aux 
premières  différences. 

L’intégrale  d’une  équation  aux  premières  différen- 
ces étant  donnée,  au  lieu  d'en  déduire,  comme  nous 
venons  de  le  faire,  l’equation  aux  premières  différences 
dont  elle  eft  l’intégrale , nous  pourrons  ordonner  cette 
intégrale  par  rapport  a »,  & avoir,  en  la  rcfolvant,  w 
fonélion  nulle  de  p,  de  »,  & de  /,  & en  différentiant, 
avoir  Par  exemple,  l’intégrale  »(i  — 

»)/>—*■  2»  X— H (a  — 5»)^=:o  étant  donnée,  on  peut 
l’ordonner  par  rapport  a »,  & avoir  »» — ». 

— — , d’où  l’on  tire  ~ ^ ^ — f- 

pi  jp  — 

— % r)  -+Î7}  fonélion  de  dimenfion  nulle  de 
p,  de  X,  & de  & eu  différentiant,  on  aura  znd» 
—♦•(2  — ^n)dy—o^  ou  d x^ad/=:zoy  en  faifant  « 
= Sc  en  mettant  a la  place  de  » la  valeur 

qu’on  vient  de  trouver.  Refolvez  l’eq nation  que  vous 

avez  trouvé  par  le  premier  procédé,  de  maniéré  qu’a 

ù, 
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fa  place  vous  en  ayez  une  autre,  oa  d»  8c  d y ne' 
foient  qu’a  la  première  dimenfion , cette  équation  fera 
dx-\rady=io^  c’eft  a dire,  precifement  la  même  que 
par  le  fécond  procédé . 

Dans  l’exemple  precedent  on  avoit  les  deux  équa- 
tions »(« — I )p— *-2 »*— h( 2 — 5»)^=o,  & zndx 
-+-(2  — ^n)d/=zo . Par  le  premier  procédé  on  a fub- 
ftitué  dans  le  première  équation  la  valeur  de  « = 
~^d^—-dx  fécondé  équation,  & on  a trouvé 

l’equation  aux  premières  dilférences  ^pd/'^ioxdy' 

— I 0/  d xd/  — 2 pdxdy  — /^xd xdy  —¥  d x*  = o . 

Si  l’on  ordonne  cette  équation  par  rapport  a dx^  on 
aura  en  la  refolvant  dx-^xdy—o . Car  fi,  au  lieu  de 
fubftitucr  la  valeur  de  n =zz  dans  l’equation 

w(i — w)p— »- 2 «X— 1-(2  — 5«)^=o,  comme  on -a 
fait  dans  le  premier  procédé,  on  fubftitue  dans  l’cqua- 
tion  la  valeur  de  n tirée  de  la  pre- 

miere  équation  , il  eft  évident  qu’on  doit  avoir  la  mê- 
me équation  aux  premières  différences  d x-^xdy~o. 

Si  vous  n’aviez  pas  fait<//)=o,  vous  auriez  tndx 
’^^dy-^{^~’‘~"^)dp=o  par  le  premier,  & par  le 
fécond  procédé.  Car,  fi  l’on  n’eût  pas  fait  dp^zzo^  on 
auroit  eù  dx-^ady^^dp  — o^  -n  étant  une  fonflion 
de  dimenfion  nulle  de  />,  de  x,  & de  /,  qui  efi  incon- 

C C C Cr 


/ 
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nue  ; & fi  l’on  n’eùt  pas  divifé  par  la  fonfllon  qui 

multiplioit  dxy  on  auroit  eù 

df^  fx  étant  encore  une  fonfiion  inconnue  de  />,  de*, 
& de  /,  &;  9 une  fonélion  inconnuë  des  mêmes  quan- 
tités, qu’on  peut  fuppofer  de  dimenfiou  nulle,  puis 
qu'on  peut  toujours  multiplier  ou  divifcr  cette  fonflion 
par  une  piiilliincc  de  />,  qui  la  rende  de  dimenfion  nul- 
le. On  aura  donc  par  le  premier  Tlieorcme  fondamen- 
tal par  confequcnt  *-+-«/— f- 

7t;)  = 9,  tx  77=  — 

Soit  donc  d *-¥  —^d/~o  l’equation  que  l’on  pro- 
pofe  d’intégrer.  Par  IV,  & par  M on  entend  deux 
fondions  de  même  dimenfion  de  />,  de  *,  & de /, 
qui  n’ont  aucun  fâfleur  commun,  & dont  tous  les  ter- 
mes font  homogènes,  & compofés  de  puilTances  pofiti- 
ves.  S’il  n’entre  aucun  radical  dans  les  fondions  N, 
M,  c’eft  a dire,  fi  l’equation  difiérentielle  propofée  eft 
renfermée  dans  l’une  des  formules  fuivantes 


d X ■ 


i I p-i-t  t t -ht  2 r J 
+ : 7^ — dy=-o. 

fi  I p-pfizx-t-fi  if  ' ' 


dx—¥ 


fi  X fi  X f X -i-fi  if  y fi  -P' fi  i XJ fi  P f 

h X — h b X — I-  b X y — C b x^  — C b % p x y ~ 

f‘f-^-fi  ifx^-t-fiipxf 

b6py*-+b7x^—X-bTix*y—pbçry*—t-bxoy^ 
fiôpf^-i-fiyx^  -t-fiSx'/-i-fipxy  H-  «3  I o/t 


CTc.  &C. 
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l’intégrale  fera 


• I P 

» = — H 


-4-«  J »— (-<f  î r 


OU 


m ip-f- a 

a:  l>*-l-titpx—hajpf-t-a4x*—ha^*ti—h/r6y^ 


» > 


OU 


XI  p^-^axp*x-i-a^p^r-i-x4tix*-4-a%pxy-i- 
)aI/p>-t-»i;>‘*-4-a5  p*ji-l-a4px‘-t-x^px^-i-  | 

I J 6 pjr*  —hx-jx^-t-aHx^f—t-xçxji^—1-xiop^ 


<6py  -i- a -JX^ 

XI  P* -h  &r. 

a I ^ 


,8x‘^. 


'9*J> 


ioy 


ou 


X I p^-t-&e. 

» = ^ , OU 

a 1 f > -t-  C'f. 

&c.  &c. 


ou 


S'il  entre  des  radicaux  dans  les  fonéHons  Ny  M,  l'oo 
fera  entrer  ces  memes  radicaux  dans  le  numérateur,  & 
dans  le  dénominateur  des  valeurs  fucceflives  de  « , & 
de  la  maniéré  la  plus  generale  qu’il  fera  poffible. 

Suppofons,  par  exemple,  qu’il  n’y  ait  qu’un  feul 
radical  dans  l’equation  diH'érentielle  propofée,  & que  ce 
radical  folt  {ap*—¥hp»-\-cpy—^d‘x*-¥'exy—^fjf*). 
On  fait  x — »-//*), 

on  aura  i^-=zap'—irbpx-\rcpy-\-d'x-\-exy-^fy*; 

^ bp^rdx^  J 

iV  »s  * »«  ’ 

de  l’equatlon  propofée  fera 


Digitized  by  Google 


571 

</x  -+ 


</x  -+ 


Elemevs  du  Calcul  Inte'gral 

Atr— t-4tT-*-4?»-*-A4ï  J _ . 

(B  I f -+»*  J/-+JS41  ^ ' 

l/3l /’*-<-. a ï/>*-l-/3j/>/-4-iJ4/>s-K3j  **-4-  j 


^a»ji-4-^7»s-4-A8|r*-4-ayyg 

a6*/-ha7»ï-+-a8j«’-t-ap/ï 


6’f.  érc,  <jc. 


& Ton  intégrale  fera 


iyz=. 


il/i-*-azx-4-»}/-l-a4ï 


OU 


4Ip*-4-4»rx-4<;pl'— K4PX-4-<^»*  -4- 


"«g/- 


r prx 


«6  */  ■ 


■ 7*«  ■ 


<8/  . 


»P/5 


OU 


il/i*  -*-irip*«-«-iHp*7-»-44p*z-» 


r I /)» 


I 2 /)  » • 


'îr/- 


«4/  «■ 


I 4TP»*-»46/)Xr-*-4*^frX  T -*.  4 R P »* 

-t-açpyx  -»-<»io»»-4-4iix*/-<.4i2x*zl 

■aÿp/z  -*-aIO**-t-an»’/  -».«|2X*s| 

■ <i?x>*  -»■  4r4>yt  -<-4t<y*  ' 

• “ *î*/*  -*■  «2  4*/î~t-«  I 57>*-*-»i6/*î  ^ 

Cr<-.  ô^f.  (ire. 


ou 


\ 


O,  ou 
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S’il  entre  pluTieurs  radicaux  dans  les  fondions  AT,  Af, 
on  fera  pour  chaque  radical  ce  qu’on  vient  de  faire 
pour  un  feul . On  pourra  confulter  pour  le  refie  l’Ouvra- 
ge de  M.<^  Fontaine,  dont  nous  avons  prefque  copié  les 
paroles  dans  cet  Article  DCXVi.,  en  les  accompagnant 
cependant  des  eclaircilTemens  neceflhires. 

DCXVII. 

Il  ne  nous  refie  plus  qua  donner  une  idée  du 
Calcul  Intégral  de  M.’’  le  Marquis  de  Condorcet.  Cet 
Ouvrage  efl  divifé  en  deux  Parties,  dont  la  première 
traite  des  équations  différentielles  aux  différences  infini- 
ment petites;  la*  fécondé  confidere  les  équations  aux 
différences  finies , & celles  où  une  même  variable  ^a- 
lée  a une  fonflion  de  plufieurs  autres,  a été  fucceffive- 
ment  fuppofée  varier  avec  chacune  d’entr elles.  Nous  ne 
parlerons  que  de  la  première  Partie:  elle  efl  naturelle- 
ment divifée  en  deux  feélions.  M.f  de  Condorcet  refout 
pleinement  dans  la  première  ce  Problème  general  : Etant 
donnée  une  fonühn  ou  équation  différentielle  de  tel  ordre 
que  ce  foit^  Ù"  qui  renferme  tant  de  variables  quon  vou- 
dra^ trouver  les  équations  de  condition^  qui  doivent  avoir 
lieu  y pour  quelle  puiffe  avoir  une  intégrale  de  C ordre  in- 
férieur de  C unité  y ou  même  une  intégrale  finie.  Car,  fé- 
lon la  remarque  de  M.^‘  d’Alembert  & Bezout,  lorf- 
qu’un  Problème  efl  poffible,  c’efl  déjà  avoir  fait  un  pas 
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utile  vers  là  folution,  que  d’avoir  démontré  que  l’equa- 
tlon  différentielle  ) qui  l’exprime^  admet  une  intégrale 
du  degré  immédiatement  inférieur.  Mais  il  peut  arriver 
fouvent  qu’une  équation  fulceptible  d’une  pareille  inté- 
grale exprime  une  chofe  impoffiblc,  & par  confequent 
n’admette  point  d’intégrale  finie.  G’eft  donc  un  travail 
fort  utile , que  de  déterminer  dans  quel  cas  une  équa- 
tion propofée  peut  être  amenée  a une  intégrale  finie  . 
Après  qu’on  s’eft  afliiré  qu’une  équation  différentielle 
propofée  a une  intégrale  finie  po.Ttble,  il  ne  relie  plus 
qu’a  trouver  cette  intégrale , c’ell  le  fécond  Problème 
general  que  M-'  de  Condorcet  fe  propofe  de  refondre 
dans  la  fécondé  feélion. 

Dcxviir. 

Il  réduit  toutes  lès  recherches  fur  les  équations  de 
condition  a fept  Problèmes»  dont  les  quatre  premiers 
roulent  fur  les  fonélions,  & les  trois  derniers  fur  les 
équations  différentielles . Nous  nous  contenterons  de 
donner  un  effai  de  là  méthode,  en  rapportant  la  folu- 
tion  du  premier  Problème  avec  quelques  explications 
fur  des  difficultés  de  calcul,  qui  pourroient  embarailer. 

PROBLEME  I.  Trouver  l’equation  de  condition 
qui  doit  avoir  lieu,  pour  qu’une  fonftion  différentielle 
d’un  ordre  quelconque  de  deux  variables  *,  /,  ou  d* 
ell  fuppofé  conHant,  iblt  la  dÜférentUUç  exaéle  d’une 
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fonflion  des  mêmes  variables^  d’un  ordre  moins  elevé 
d’une  unité. 

Solution  . Soit  V la  fonflion  propofée,  S la 
fonflion  de  l’ordre  inférieur,  dont  ^ doit  être  la  difié- 
rence . On  fait  dans  f'  8c  dans  5,  dn=p^dy=p\  dp 
= 0 a caufe  àzdx  confiante,  d dy=dp'=q\  d^y  = 
d^p'  — dq=r\  d^y=^d^ p' =d' q'=dr:=!\  8c  ainfl 
de  fuite  on  aura  V 8c  B fonélions  de  *,  /,  p,  p\  q ^ 
r\  s\  la  derniere  de  ces  lettres  />',  9',  r,  /,  Ô'c., 
qui  fe  trouve  dans  Vy  ne  devant  pas  fe  trouver  dans 
B , par  ce  que  B cft  d’un  ordre  inférieur  a y.  Par  exem- 
ple , fi  s'  — d^/ed  la  derniere  de  ces  lettres  qui  fe 
trouvent  dans  f',  r'=d^y  fera  la  derniere  lettre  qui 
fe  trouve  dans  B,  puifque,  y étant  une  différentielle 
du  quatrième  ordre,  B ne  fera  que  du  troifieme  pr  la 
fuppofition  du  Problème,  Cette  fubllitution  des  lettres 

py  py  q y V y S y (D’C.y  UU  HCU  dCS  différenCCS  dXy  d/y 

d^ /y  d^/y  d*/y  Ô*f.,  donnera  le  moyen  de  diflinguer 
les  P y p'y  q y T y %y  (^c,  y qul  fe  trouveot  dans  B,  de 
ceux  que  la  différentiation  introduit  dans  dB. 


Cela  pofe,  8c  en  drfférentiant,  fuivant  la  nouvelle 


• fi  fi 

maniéré,  on  aura,  par  la  fuppofition,  y=d B=-j^dx 

ii  B J fi  B J f ^ B J f fi  B J f A 

mettant  dans  cette  valeur  de  y pour  àxy  d/y  dp' y 
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d B d B 

dq'y  tir  y (D’c.  leurs  valeurs,  on  aura 


-+-Ô*f.,  forme  que  doit  necef- 
fairement  avoir  Vy  pour  être  la  différentielle  exa£le  de 
la  fonRioa  B , 

Pour  parvenir  a tirer  de  lîi  l'equation  de  condi- 
tion, qu’on  cherche,  on  différentie  les  deux  membres 
de  l’equation  cy-deffus.  Le  premier,  en  différentiant 
a l’ordinaire,  donne  iJF—Nd*-^N(ij'—*-Ptip~*' 
^dq'-¥Bldr'-^S'ds~^(yc.  y ou  les  coefficients  iV, 
jV',  P',  j^',  R'y  S'y  Ô*r.  font  des  fonflions  connues 
des  quantités  *, /,  />,  />’»  i ■>  ^c.y  que  contient 

la  fonfUon  donnée  V.  Le  fécondé  membre , en  différentiant 

fuivanr  la  nouvelle  maniéré,  donne 


ddB  , _ 

dxdji  P 


ddB  f ddB  , /V*»- 

-,  . ■ T -4-  rrrr'  s -♦* 

dyd^  dydr 

ddB  ddB  * ddB  , ddB  , 

dpdx  P dpdpP  jp*  ^ dpii^ 

^c.  ) d/>  -h  \~4j~^~Isd7P 


ddB  , 

Tÿdp  î 


)dy 
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éi  B r ^ ti  ti  B I 

drdj  P ^ dfàp  ^ 


d d B ^ d B d d B 

ï777-^-^-*^0 W-^7777- 


IB  , dd  B , yni  \ J ■ . 

)<//—»■  Ô’c.  &c. , équation , 


que  nous  defignerons  par  ( G ) , 

La  différence  du  fécond  membre  P p' 

d B t d B d B t 

-jp-q'—h-j—r'-^-^s—t-Ù'c.y  fe  trouve  en  prenant  en 
particulier  la  différence  de  chaque  terme  de  ce  fécond 
membre,  i?  En  ne  faifant  varier  que  *.  2 ? En 
ne  faifant  varier  que  / . 3 ? En  ne  faifant  varier 
que  p.  4?  En  ne  faifant  varier  que  q'y  & ainû  de 
fuite. 

Or  b différence  de  tout  ce  fécond  membre,  en 
ne  bifant  varier  que  *,  eft 


à d B «J  d d B /J 

-d7d7^‘^’^~*‘dinîT’'^' 


dd  B f J 
-d.'-dr^‘^>‘- 


. ddB  , , ddO  , tidU  , an»  , ^ \j 

-4- -r— 6 -+-7— 7— -+-7— -♦•-3 r a -4- 0*f . ) rf  » . 

4 * dy  i d xdp'  * dxdq  d xar  J 

De  môme  b différence  de  tout  le  fécond  membre  pri- 
fe,  comme  nous  l’avons  dit,  en  ne  faifant  varier  que 

f\  d d B J ddB  f J ddB  t J ddB  /> 

lyin-P ^/-*—Jÿ-P^P'^-dT7p  ijTT'^^P 

D d d d 


ddB  , 
d t dp'  ^ 
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d d S t J y„  ^ d d B d d B / d d B » 

rr  ■'  \<ïy<4xr  A * a fit  P i 


ayaf  ' \ ayax  r r ày**p 

Jv  . La  différence  du  fe- 

a y dtp  dyar  J ' 

cond  membre  prife , comme  nous  l’avons  dit , en  ne 
faiHint  varier  que  />’,  cR  pdp'-\-  p' d p' 

d B J t d d B * J * a d B * j t d d B > j * ytsê 

-^-ûfùr^^p  ^p 

= 77‘^P^W^P^P^Tfü7P  ‘^P-^-jr^  dp  -4. 

\ B > J t d d B t J t y a B d d B 

7r'^^P-^7F77^dp-^(Dc.~{-jj-^-^p^ 

'js^&c.)dp'  ; 


JdB 
dp 

dJB  , <UB  , ddB  , JdB 
ap  dy  P dp*  ^ a p'di}'  *"  dp'd 


8c  on  trouve  de  même  les  autres  différences  du  fécond 
membre,  en  ne  faifant  varier  que  enfuite  en  ne 


• • i d B • 

faifant  varier  que  r',  &c.  Or  <^•-77,  ou  la  différence 


d B • 

de  prife  en  faifant  tout  varier , eR 


ddB 


ddB 


a a O J 

~dTdT‘'^~^ 

— ■ 


ddB 


■ . ddH  J , aan  j , aan  j < 

flû— » — : rd  q-¥~r—T-rd  r-^ — -T-rds 

‘ a t J 1 ‘ a X dr  a xd s 


ddB 


ddB 


d xap' 


dx 


-P- 


d X d 


JP 


ddB 


ddB  , 

—, — ^ r 

d xd  ÿ 


ddB 

dxd 


a xdp  ‘J 

t-O’f.;  par  confequent  = 


d d B t ddB  I ddB  r ddB  / y,^  N i /■%_ 
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J ■ J JB  J f dJB  ddS  , 

trouve  de  meme  que 

ii  J B / d H B » d d B / \ j n 

Z'  d B J d B \ J » / d B d 4 H d d B , 

;^/>  = C'7T“**  'JfTj TP77  f" 


dp' 

f JB 

Vdf 

JdR 


ddB 


ddR 


a P Uj  ' dp  a t 

J d B \ J t P d B ddB  ddB  / 

— -dp-^-didTp-^'d^lJP 

d d fi  t ddB  t ddB  f \ J f O * r i 

fuite  . 

Donc  en  mettant  pour  les  fuites  qui  multiplient 

d B 

les  </x,  (ip\  tlej'y  dr'y  ds'y  ô'f.  leurs  valeurs  (/.-jj- 

^ dB  dB  ^ j dB  dB  ^ J dB  d^B^ [ J ^ <^g 

a/  ^ a jf  ‘ dp  ^ dp  * d^  ^ d^‘  dr'  ^ a r' 

' • ^ d B 

C’f.  Dans  1 équation  cy-deflus  (G),  on  aura 


fl/ 

dB 


dd 


•^d  S— ¥ &c.  Mais 


• /•  9 off  dBt  dBt  d B t d B f 

puifque  r,  & r-H^f 

— ♦-  Ù’c.  doivent  être  une  meme  chofe , leurs  différences 
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doivent  ^tre  égalés  terme  a terme,  on  aura  donc  Ndà 

= & N' 

J JS  r J S J d S Q # d s % d s 

’-rr  ; P — ~n ; -R  =-pr— 

; équations  qui  donnent  les  va- 
leurs, que  doivent  avoir  N,  AT,  P',  P',  J',  Ô*f., 

pour  que  P'  foit  la  difîcrentielle  exafle  de  B.  On  re- 
marque maintenant  que  dans  cette  fuite  d’équations 


S'=4^-+ 

d r 


N'=(i- 


dB 

-77 


dy  dp 


dB 


r'  — 

—TT  ^ 

Le  fécond  membre  de  la  première,  8c  de  la  dcmiere 
ne  peuvent  avoir  qu’un  terme , & qu’ainfi  chaque  -jj- , 


4^ , ) 44  trouve  dans  une  équation , 8c  là 

différence  dans  une  autre.  Mettant  donc  ces  équations 
fous  cette  forme 
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N'—d~ 

<>y 


581 


dy  ^ W) 


d B 


? 4B 


i*  .•  » O f-»  a O 

-JJ 


à 4 


/R'=/.IL^d^^ 

a q a r 


on  aura,  en  retranchant  alternativement  l’une  de  l’au- 


tre N'—dP'-^d'^—d^R'-¥d^S’—(yc.  = o,  équa- 
tion identique,  qui  doit  avoir  lieu,  pour  que  V foit 
la  différentielle  exaflc  d’une  fonflion  d’un  ordre  infé- 
rieur d’une  unité,  & qui  eft  par  confequent  l’equation 

de  condition  cherchée.  ^ \ 


D C X I X. 


\ 


Corollaire.  Zdx  eft  une  différentielle,  dans 
laquelle  </x  eft  conftante,  & Z une  fonélion  des  va- 
riables X,  /),  r,  J,  Ô'c.,  en  fuppofànt 


ddy  dij  

‘ dx  J,»  ’ dx  ’ 


d r 

dx 


CTf. 


Par  confequent  dZ  = Mdx-4-Nd/-¥Pdp~+^dq-*- 
Rdr-^Sds-+'Ô’c.  Nous  avons  démontré  dans  le 
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Ciupitre  prewcd^nc  que,  li  la  relation  entre  * & / eft 

. , d^R  d'S 

exprimée  par  l équation  A — ~i — ^~dT* 

— (yc.  — o^  l’intégrale  S.Zdx  fera  un  Maximum  y ou 

un  Minimum  y or  fi  on  fuppofe  p'^^dfy 

dd/y  r=zdq'  = d^j>y  s'  — dr':^d*/y  &c.y  Z fera  auflTi 

une  fonflion  des  variables  x,  / , q'y  r',  r , éiTr. , 

puifque  les  quantités  7,  r,  r,  0*^.  ne  font  variables 

que  par  ce  qu’elles  contiennent  d/y  dd/y  <//,  d /y 

Ù'c.  y ou  p' y q'y  T y S y (^c.y  </ X ctaut  cooftantc;  par 

confequent  on  aura  aufli  dZ  = Mdx-^N'd/-*-Pdp' 

•—^^jd  q —4"  R.  d t—¥'S  d s — 4-  iTc, 

En  égalant  terme  a terme  les  deux  valeurs  de 
dZ  y que  nous  venons  de  trouver,  on  aura  Mdx=:2 
Mdxy  M=zMy  Nd/  = N'd/y  & N=zN';  Pdp  = 
Pi^=P'dp'=P'd/y  Sc  P'=^;  i^  = dP';  ^dq 


On  trouve  de  même  — ^ = R',  & -^^=.d^R' ; 

dx’  ’ dx»  ■*  dx* 

= s'y  8c  -^^-z=d^S'y  Ô'f.  Subftituant  ces  valeurs  dans 


i.  • dP  . d'Q 

1 équation  JV— 


d^R  d*S 
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qui  rend  S.Zdx  un  Maximum^  ou  un  Minimum ^ on 

aura  N' — dP'-¥d^^ — d^K-^d'^S' — Ô'r.=o,  équa- 
tion de  condition  , qui  doit  avoir  lieu , pour  que  la 
difTérentielle  Zdx  ait  une  intégrale  de  l’ordre  immé- 
diatement inférieur.  On  voit  donc  par  là,  que  ces 
deux  formules  d’équations  font  les  mêmes.  Ce  Corol- 
laire contient  la  demonRration  du  Theoreme,  que  M.' 
Euler  a propofé  fans  demonflration  dans  le  Tome  X. 
des  nouveaux  Mémoires  de  Petersbourg,  & qu’il  ap- 
pelle: Egregium  Tbeorcma  quod  in  Calcula  Intcgrali  exi- 
mittm  ufum  præjîare  videtur,  M.*’  de  Condorcet  a fait 
voir  généralement  par  la  méthode  des  variations,  que 
les  formules  des  équations  de  condition  doivent  être 
les  mêmes  que  celles  des  équations,  qui  doivent  avoir 
lieu  entre  les  variables,  qui  entrent  dans  une  fonflion 
intégrale,  pour  que  cette  fonélion  devienne  un  Maxi- 
mum ^ ou  un  Minimum.  Il  faut  cependant  remarquer 
que,  pour  le  Maximum ^ ou  le  Minimum^  ces  équations 
ne  doivent  pas  être  identiques , puifqu’elles  doivent 
donner  une  relation  entre  les  variables , qui  eft  ncc%f- 
fiire  pour  que  la  fonflion  intégrale  indéfinie  devienne 
un  Maximum , ou  un  Minimum . Ce  que  nous  venons 
de  démontrer  peut  fulfirc  aux  Commençants  pour 
comprendre  toute  la  première  feêlion  du  Calcul  Inté- 
gral de  M.r  de  Condorcet.  ' 
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DCXX.  • 

Quant  a la  fécondé  feflîon , l’Auteur  propofe  la  mé- 
thode d’intégrer  toutes  les  équations  différentielles,  qui 
peuvent  avoir  des  intégrales  finies;  cette  méthode  efi 
expliqueé  en  35.  ou  35.  pages.  Il  faudroit  un  long 
Commentaire  pour  éclaircir  les  difficultés,  qu’on  y trou- 
ve prefqu’a  chaque  pas,  & pour  démontrer  exaftement 
tout  ce  qu’on  y fuppofe  fans  demonftration . Nous  nous 
contenterons  de  donner  un  idée  generale  de  cette  fe- 
flion  , d’autant  plus  que  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage 
nous  avons  donné  des  méthodes , qui  nous  paroiffent 
avoir  la  môme  généralité  que  celle,  qui  eft  renfermée 
dans  cette  feélion . 

Une  équation  différentielle  quelconque , qu'on  a 
reconnû  par  la  première  feflion  avoir  une  intégrale 
finie , étant  propofée , M.f  de  Condorcet  la  préparé 
d’abord  de  maniéré  quelle  devienne  algébrique , ra- 
tionelle  & entière,  comme  nous  avons  dit  cy-deffus . 
Enfuite  il  remarque  les  points,  qui  difiinguent  cette 
équation  différentielle  de  toute  autre . Ces  points  font 
l’ordre  de  l’equation,  le  nombre  & la  nature  des  fon- 
dions tranfeendantes  qui  s’y  trouvent,  le  degré  où  y 
montent  les  différences,  & celui  des  équations  ratio- 
nelles  entre  les  fimples  variables  x,/,  Û’c.,  & les  let- 
tres, qui  reprefentent  leurs  fondions  algébriques,  & 

trao- 
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tranfcendatues , le  degré  où  montent  les  * , / , Û'c. , 
& les  lettres,  qui  reprefentent  leurs  fonélions  dans  les 
coefficients  des  différentielles , & dans  les  coefficients 
des  équations  rationelles  & entières  entre  x, Ô’r. , 
& les  lettres  qui  reprefentent  leurs  fonélioos,  enfin 
les  coefficients  confiants. 

De  ces  points  diflinélifs  de  l’equatlon  différentielle 
propofée,  il  déterminé  les  points  qui  didinguent  l’inté- 
grale de  cette  équation  de  toute  autre  équation  finie, 
& il  trouve  un  nombre  fini  de  formules  d’intégrales 
finies , qui  renferment  neceflâirement  celle  de  la  pro- 
pofée . Après  avoir  trouvé  les  différentes  formes  dont 
eft  fufceptiblc  l’intégrale  finie  d’une  équation  différen- 
tielle d’une  forme  donnée,  il  ne  refie  plus  qu’a  déter- 
miner entre  ces  formes  d’intégrales , celle  qui  convient 
aux  coefficients  donnés  de  la  propofée,  & les  coefficients 
de  l’intégrale  qui  en  refultcnt . Pour  cela  différentiaut 
chaque  forme  d’intégrale,  & la  reduifant  a la  forme 
de  la  propofée  , on  aura  une  fonflion , qui  devra  être 
identiquement  la  même  que  la  propofée  ; comparant 
donc  terme  a terme  on  trouvera  les  coefficients  de 
l’intégrale , &c.  Mais , comme  le  remarquent  M." 
d’Alembert,  & Bezout , ce  n’eil  que  par  la  leélure  de 
l’Ouvrage  même , qu’on  peut  fe  former  une  idée  fuffi- 
lante  de  l’etenduë  de  ces  méthodes.  Il  nous  fuffit  de 
dire  quelles  s’appliquent  a toute  équation  différentielle . 

£ e e e 


I 


Digitized  by  Google 


585  Elemens  du  Calcul  Inte'gral 

Il  faut  cependant  avouer,  ^ue  cette  méthode,  & 
toutes  les  autres  font  fujettes  a des  inconveniens  iné- 
vitables. Les  Tables  coiiftruitcs  félon  les  principes  de 
M.r  de  Condorcet  contiennent  par  ordre  les  differentes 
formes  d’intégrales , qui  étant  différentiées,  produifent 
les  équations  différentielles  d’une  forme  donnée . Tel 
eft  le  principe  fur  lequel  ces  Tables  font  conftruites , 
& elles  font  generales  a cet  egard.  Mais  fi  nous  don- 
nons des  valeurs  particulières  aux  coefficicns  de  ces 
formules,  qu’on  a fuppofé  generaux,  il  peut  arriver 
que  les  différentielles,  qui  en  refultent,  foieut  fufeepti- 
bles  d’abbaiffement , fans  que  les  intégrales  changent  de 
forme,  comme  nous  l’avons  obfers'é  plufieurs  fois;  & 
cela  arrivera  foit  que  les  coefficients  des  termes  plus 
elevés  s’evanoüiffent , foit  que  ces  différentielles  ayent 
des  faéleurs,  alors  les  différentielles  d’un  degré  donné 
pourroieut  avoir  pour  intégrales,  ou  les  intégrales  ge- 
nerales de  ce  degré  , ou  des  cas  particuliers  d’intégrales 
fupérieures,  dans  lefquelles  l’abbaiffement  auroit  lieu.  Il 
faudroit  donc,  pour  avoir  les  intégrales  de  cette  der- 
nière claffe  d’équations,  former  une  Table,  qui  con- 
tient tous  ces  cas  particuliers;  d’où  l’on  voit  que  cette 
méthode  eft  fujette  aux  inconvénients  que  nous  avons 
déjà  obfervé  dans  les  autres,  & qui  dépendent  de  la 
nature  même  du  calcul  ; c’eft  a dire , que  les  intégra- 
les peuvent  appartenir  a des  formules  moins,  ou  plus 
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compliquées.  Ce  dernier  cas  appartient  aux  différen- 
tielles, qui  auroient  un  fafleur.  Il  eff  vrai,  que  la 
méthode  propofée  fatisferoit  a tous  les  cas  poffibles;^ 
mais  la  conftruélion  des  Tables  feroit  d’un  travail  im- 
menfe.  C’eft  pourquoi  nous  finirons  en  remarquant 
que  les  méthodes  generales  du  Calcul  Intégral,  quon 
a trouvées,  ne  diminuent  point  Futilité  des  méthodes 
particulières,  que  nous  devons  aux  travaux  reunis  des 
grands  Géomètres  Newton , Bernoulli  , Euler , 

d’Alembert , Clairaut , de  la  Grange , &c. , comme 
M.f  de  Condorcet  l’avoüe  lui-méme  dans  la  conclufion 
generale,  qu’il  a mis  a la  fin  de  Ton  Calcul  Intégral 
en  ces  termes:  La  metbode  d'intégrer  y que  je  donne 
dam  cet  Ouvrage  y joint  au  mérité  dêtre  directe  y celui 
de  la  plus  grande  généralité  qui  en  ejl  une  fuite . Mais 
le  defaut  tf  exiger  beaucoup  de  calcul  (y  de  travail , aujft 
longtems  furtout  qu'il  np  aura  pas  de  Tables  d'intégrales 
toutes  drejfées  y fait  que  jufques-là  elle  ne  peut  gueres 
être  d ufage  que  pour  les  cas  y qui  ont  échappé  aux  mé- 
thodes particulières . 


Fin  de  la  fécondé  Partie, 
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